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1.. KVANTU MEHANIKAS PAMATI. ELEKTRONU KUSTIBA KRISTALOS.
1.1.. Kvantu mehanikas pamatatzinas

Cietvielu fizikas galvenas atzigas liela gadijumu skaita tiesi izriet no vai ir saistitas ar kvantu mehaniku. Tas
attiecas gan uz tradicionalajam cietvielu fizikas sadalam, gan uz modernajiem lietojumiem, ieskatot nanotehnologijas.
Tade] teorijas apskatu mes sakam ar kvantu mehanikas pamatprincipu kopsavilkumu. Ta meérkis ir ne tikai atgadinat
bakalaura un magistra studiju programmas iegfitas atzinas, bet arl iepazistinat ar miisdienigajiem apzimé&jumiem un
terminologiju.

Galvena ipatniba, kas raksturo misdienu kvantu mehanikas lietojumus cietvielu un nanostrukttru fizika, ir atkape
no tiesas mikroskopiskas modelésanas par labu modeliem, kas ar minimalo empirisku parametru skaitu pareizi apraksta
paradibas. Tadé]l no kvantu mehanikas nepieciesamas atzinas més formulésim abstrakta forma, kas nav atkariga no
konkrétu pieméru ipatnibam (pieméram, vielas kimiskas struktiiras, mijiedarbibas energijas atkaribas no attalumu
utt.). Lai ari ievadlekcijas materials var skist parlieku sauss un matematisks, tas viedo prieksstatu bazi, kura ir
nepiecieSama plasa fizikalo situaciju un efektu klasta izpratnei.

1.1.1.. Stavoklu telpa

Fizikala lieluma X meérjjuma rezultata var iegit vienu no iespéjamam vértibam z;, x2, x3 ..., kuras sauc par
X ipasvertibam. X var bt energija, vai pieméram, atoma indekss, pie kura ir atrodams elektrons. Tadu sistémas
stavokli, kura X meérisana jebkura gadijuma dod vienu un to pasu Ipasvértibu x; sauc par pastavokli un apzimeé ar
abstraktu simbolu (z‘pas‘vektoru) |z;) Saskana ar kvantu mehanikas superpozicijas principu, $adai sistemai ir iespejami

*Labojumus un atsauksmes stiitlt uz slava@latnet.lv
1 Gadijumus, kad vienai un tai pagai X ipagvertibai atbilst dazadi stavokli (t.s.Ipagvertibu dedeneracija) pagaidam neapskatisim.
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arl t.s. superpozicijas stavokli, kurus formali var pierakstit ar ipasvektoru lineards kombinicijas palidzibu.
|U) = c1]a1) + eolae) + cslzs) + ... (1)

Saja vienadojuma c; ir kompleksie skaitli, kas pilniba raksturo stavokla vektoru |¥). Tos sauc par stavoklu |a;)
amplitadam stavoklt |¥). Amplitadu fizikalo jegu nosaka Borna meérgjumu postulats: merot lielumu X stavoklt | ),
ipagvertibu z; iegtist ar varbitibu, kas ir proporcionala amplitidas modula kvadratam |c;|2. Ertibas labad amplitiidas
parasti normé uz vieninieku,

‘01|2+‘02|2+‘63|2+...:1 (2)

lai amplitadas modula kvadrats batu tiesi vienads ar atbilstosas ipasvértibas meri§anas varbutibu.

Visu iespéjamo linearo kombinaciju (1) kopa veido sistémas stavokju telpu, ko fizika ir pienemts saukt par Hilberta
telpu®. Misu konstruetaja piemera ipasstavokli |z;) veido Hilberta telpas bazi. Matematiskas ertibas labad ievies art
ket-vektoriem |x;) dualos bra-vektorus (z;| un postulejot skalaro reizinajumu (z;|z;) = d;; (t.s. ortnormeta baze).
So t.s. Diraka apziméjumu elementu nosaukumi nak no anglu varda bracket =“bra”|“ket” (latviski iekavas). Duala
vektora konstrukcijas (jeb saistiSanas, angl. conjugation) operaciju apzime ar krustu, (¥| = [¥)T, (0|7 = (\\I/>T)T = |T).
Skaitliem saistiSanas operacija T nozimé vienkarsi komplekso saistisanu, 2t = 2",

Sajos apziméjumos amplitida ¢; ir |¥) ortogonala projekcija uz |x;) un ir pierakstama ar skalard reizinajuma
palidzibu,

ci = (zi|¥) (3)
Stavokla vektora normesanas nosacijums savukart ir vienkarsi (¥|¥) = 1.

Uzdevums.
Pieradiet, ka sakariba (¥|¥) =1 un Y, |¢;|* = 1 ir ekvivalentas, ja |[¥) =", ¢;

x;) un baze |x;) ir ortonorméta. [

1.1.2.. Operatori

Katram fizikdlam lielumam Y kvantu mehanika atbilst savs linearais passaistitais operators Y. Sos objektu mate-
matiskas 1pasibas izradijusas adekvatakas fizikalas realitates aprakstam, neka no klasiskas fizikas ierasto realo skaitlu
Ipasibas.

Linearitates ipasibu definé sekojosa sakariba:

Y (a1lyn) + asltha)) = a1 Yiibr) + as Y|ta) (4)

Saja vienadojuma |t,,) un a, ir patvaligi. Turpmak mes aplukosim tikai linearos operatorus. Operatori iedarbojas
uz ket-vektoriem no kreisas puses, Y|¢), un uz bra-vektoriem — no labas puses, (¥)|Y. Ja ir zinama Y darbiba uz
visiem ket-vektoriem, tad Y iedarbiba uz bra-vektoriem tiek defineta sekojosi:

(<x,-|f/) ;) = (@] (?|xj>) visiem 7 un j (5)

Pateicoties Tpasibai (5) komplekso skaitli (z;|Y|z;) var saprast gan ka bra-vektora (z;|Y skalaro reizinajumu ar ket-
vektoru |;), gan ka (z;| reizinajumu ar Y|z;). Skaitli Y;; = (2;|Y|z;) sauc par operatora Y (vai fizikala lieluma Y')
matricas elementu X-reprezentdcija. Matricas elementus Y;; ar ¢ = j sauc par diagonalajiem, savukart tos ar ¢ # j
— par nediagonalajiem.

Uzdevums.
Ar ko ir vienadi fizikila lieluma X nediagonalie matricas elementi X-reprezentacija? O

2 Katra lineara telpa ar skalaro rezinajumu un caur to definéto normu ir Hilberta telpa arf matematiskaja nozime, ja dimensiju skaits ir
galigs. Piesardziba ir vajadziga stradajot telpas ar bezgaligu dimensiju skaitu, kas var saturét lielumus ar nepartraukto spektru. Sos
jautajumus atstasim padzilinato kvantu mehanikas kursu kompetence.
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Lidzigi tam, ka ket-vektoriem [1/) ievies atbilstosos bra-vektorus (¥| = |¢)T , katram linearam operatoram Y piekarto
saistito opertoru YT. Saistito operatoru visvienkarsak ir definét caur ta matricas elementiem:

(24| YTz;) = (<xj|f/|xz>)T visiem 4, j (6)

Tevérojiet, ka
(£9) =11 (7)

Operatoru sauc par passaistito (angl. self—adjoint), ja Y = Y. Passaistito operatoru nediagonalie matricas elementi
ir kompleksi saistito skaitlu pari, Y;; = Y77, bet diagonalie matricas elementi Y;; ir reali.

7

Vispariga gadijuma, lineara opertora Y pasvektorus lyi) un ipasvertibas y; defineé sekojosa sakariba

Y0ys) = vilys) (8)

Operatora ipasvektori ir tadas bazes vektoru linerds kombinicijas, kuru virziens Hilberta telpa paliek nemainigs péc
operatora iedarbibas. Passaistito operatoru Ipa3a loma ir saistita ar sekojoSo teoremu: patvaligajam paSsaistitajam
linearajam opertoram visas ipa§vértibas ir realie skaitli, bet ipasvektorus var izveleties tada veida, ka tie veido Hilberta
telpas ortonorméto bazi’.

Teverojiet, ka definicija (8) nav pretruna ar miisu sakotnéji ieviesto X ipagvektoru jedzienu |z;), jo lielumam X var
piekartot operatoru ar diagonaliem matricas elementiem:

X = Z:z:,;|a:,;><:z:i| (9)

Vispariga gadijuma, pat ja stavoklis |¥) nav X 1passtavoklis, runa par operatora X videjo vertibu <X Yo stavoklt |¥):
(X)w = (V| X|) (10)

(Ja no konteksta ir saprotams, par kuru stavokli ir runa, stavokli indeksu parasti neraksta, <X )) Izmantojot vie-

nadojumu (9) un Borna mérijjumu postulatu var viegli redzet, ka <X ) tiesam atbilst vidgjas vertibas nosaukumam
matematiskas statistiskas nozimé:

(X) = (¥ (Z fcz‘|$i><ﬂ?i|> O) = (W) (i | W) 23 = Z (3| ) [ s = Z il (11)

P

Atgriezoties pie fizikas, atzimesim, ka ari visparigaja gadijuma matematiska operatora Y piekartosana fizikalajam
lieclumam Y notiek saskana ar Borna mérjjumu postulatu: lieluma Y meérisana sistémas stavokli |y;) vienmer dod
rezultatu y;. NepiecieSsamibas péc kvantu mehanikas paradas tad, kad sistéma eksisté vismaz divi fizikalie lielumi X
un Y, tadi, ka lielumam Y ir Ipasstavokli |y, ), kuri nav vienlaicigi arm X ipasstavokli. Tas nozimé, ka $ads stavoklis
[Yn) = >_;l@i)(xi|yn) ir vairaku X ipasstavoklu lineara kombinacija. Lidz ar to meérot lielumu X stavokli |y,) nevares
iegit noteiktu rezultatu — katru reizi ta bus viens no ipasvértibam z;, ar biezumu, ka ir proporcionals varbatibai
|(z:|yn)|?. Aprakstita situacija atbilst Heizenberga nenoteiktibas principam — viena un tai pasa fizikala sistema var
atrast lielumus, kas nav vienlaicigi izmérami (kuriem neeksisté kopéja ipasvektoru sistéma).

Ja diviem lielumiem A un B tomér eksisté kopéjo ipasvektoru sistéma, tad ir viegli redzét, ka operators AB - BA
dod nulli iedarbojoties uz jebkuru kopéjo A un B ipasvektoru. To var simboliski pierakstit sekojosa forma

AB-BA=[AdB]=0 (12)
Operatoru {A, B} vispariga gadijuma sauc par A un B komutatoru. Ja izpildas vienadojums (12), tad saka, ka A

un B ir komuté sava starpa. Ir speka arl pretgja teorema — ja A un B komute, tad tiem vienmer var konstruet
kopgjo Ipasvektoru sistému. Saka ari, ka komutéjosos operatorus var vienlaicigi diagonalizét, jo katrs operators ir

3 Sis teorémas pieradijumu var atrast gandriz jebkura linearas algebras kursa. Matematiski noskanotiem lasitajiem var biit interesanti to
pieradtt pasiem.
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diagonals savu IpaSvektoru baze, skat. vienadojumu (9) Komutéjosie operatori savas algebriskajas Ipasibas ir lidzigi
parastajiem (Viendimensionalajiem) skaitliem, jo abu abas strukttiras ir komutativas (l‘ Yy =y- :U) Var runar arl
par passaistio operatoru analogiju ar realajiem skaitliem (pretstata kompleksajiem), jo abos gadijumo ispildas Ipasiba
zf =

Nekomutejoso fizikalo lielumu eksistence tadejadi ir tiesi ta ipasiba, kas atskir kvantu mehaniku no klasiskas. Var
teikt, ka nepieciesamiba pec operatoriem (matricam) paradas tadel, ka fizikalajiem lielumiem piemit sarezgitaka
algebriska struktiira neka redlo skaitlu kopai.

1.1.8.. Heizenberga nenoteiktibas sakaribas kvantitativais formulejums™

Kvantu nenoteiktibas atzina par to, ka diviem nekomuté&joSiem opratoriem nevar piemeklét kopéjo ipasvektoru
sistému, ta lai jebkura 1passtavokli abu lielumu vértibas batu noteiktas, var formulét kvantitativi.
Teviesisim patvaliga fizikala lieluma A kvantitativo nenoteiktibas meru AA kada brivi izraudzitaja stavokli |1):

AA = <(A - <A>)2> —\/(A2) — (A)2 >0 (13)

Ja sitemma atrodas opratora A ipasstavokli |a) ar ipagvertibu a, tad AA = 0 (pieradiet!). Visparigaja gadijuma, kad
stavokli ||psi) pec kura notiek videjosana (10) ieiet A ipasvektori ar dazadam ipasvertibam, AA bus lielaks par nulli
un pec definicijas (13) raksturos lieluma A dispersiju varbutibu teorijas nozime.

Saskana ar definiciju (13) nenoteiktiba ir pozitivi definets lielums. Vai var uzradit apaksejo robezu patvaligu fizikalo
lielumu A un B nenoteiktibu reizinajuma AA - AB patvaligaja kvantu stavokli? Atbilde uz $o jautdjumu ir pozitiva,
un to sniedz kvantitativa Heizenberga nenoteiktibas sakariba:

AA-AB > %|<[A,B]>] (14)

Prieks matematiski noskanotiem klausitajiem ieskicesim §is sakaribas pieradijumu. Ieviesot apzimejumu ket-vektora
normai, |||¥)|| = +/(¥|¥) varam pierakstit dispersiju ka AA = H (A - <A>)|\I/>

normai vienmér izpildas Kosi-Svarca nevienadiba,

’. Caur skalaro reizinajumu definétajai

120 - gl > |7- 7] (15)

To ir viegli caur normas definiciju. Ievietojot Kosi-Svarca nevienadiba (15) vektorus & — (A — (4))|¥) un §
(B — (B))|¥), iegustam

(16)

Ir atlicis pedejais solis, lai izteiktu nenoteiktibu reizinajuma novertejumu ar komutatora videjas vertibas palidzibu.
Ieverojot, ka (AB)T = (BA) un ka (A)(B) ir reals skaitlis, iegiistam pieradamo nenoteiktibu sakartbu:

AA-AB > ‘@\(A —(A)) - (B - <B>)H\I/>>\ = ’<AB> — (A)(B)

AA-AB > ]<AB> —(AUBY| = ¢ (0.5<AB> +0.5(BA) — (A) <B)>2 +0.25 (<AB> - <BA>)2

> 5\<AB—BA>

(17)

Pa celam uz (17) iegutais starprezultats (16) art uzskatami demonstre vienu raksturigu kvantu videjas vertibas pasibu
(nekomutejosajiem operatoriem):

(AB) # (4)(B) (18)

Ir atkal redzams, ka kvantu mehanika fizikalos lielumus nevar raksturot ar vienu skaitli (éaja pieméra — vidgjo vertibu
izraudzitaja stavoklr).
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1.1.4.. Dinamika

Lidz $im mes esam apskatijusi kvantu kinematiku, jo mis intereséja stavokla apraksts. Kvantu dinamikas visparéji
principi ir vienkarsi. Laiks kvantu mehanika, tapat ka klasiskaja mehanika, ieiet ki viendimensionals parametrs (tas
nav operators ar savu ipasstavoklu sistému). Katra laika momenta ¢ noslégtas sistémas stavokli raksturo noteikts
stavokla vektors |¥(t)), kas mainas laika nepartraukti. So atzinu var pierakstit formali, ieviesot laika evolicijas
operatoru U (t), kas panem sistemu no sakotneja stavokla |¥(¢ = 0)) un parce] to stavoklr laika momenta ¢:

(W (t) = U6 (t = 0)) (19)
Lai jebkuram sakuma stavoklim saglabatos norma, (U|¥) = 1, laika evoliicijas operatoram jabit unitaram:
vt=v"" (20)

Uzdevums.
Pieradiet, ka unitarie operatori saglaba vektoru normu. O

Laika evoliicijas vienadojumu diferenciala forma (slaveno Srédingera vienadojumu) var izrisinat no laika vienméribas
principa. Proti, sistémam, kuras ir invariantas pret laika translaciju, jaizpildas sakaribai:

Ulta) U(ty) = Uty + t2) (21)

“Invariance pret laika translaciju” nozime, ka neviens laika moments nav ipads attieciba pret sistema vesturi. Sis
pienemums nav speka, ja apskatam sistemu no laika atkarigaja areja lauka.
Vienadojumu (20) un (21) visparigais atrisindjums ir

U(t) = e~ Mt/ (22)

kur H ir patvaligs pasSsaistits (ﬂT = ﬂ) operators. Atrisinajumu palidz saprast viendimensionalas Hilberta telpas
piemers, kura passaistitie operatori atbilst realajiem skaitliem, bet unitarie operatori — kompleksajiem skaitliem ar
moduli viens.

Operators H is svarigs fizikals lielums. Svitroto Planka konstanti i = h/(27) mes esam iek]avusi vienadojuma (22)

lai H butu energijas dimensija. Lielums H ir energija saskana ar visparigajiem mehanikas principiem (laika translaciju
generators). Atbilstogajam operatoram H — sistemas Hamiltonianam — ir ipasi svariga loma, jo tas pilniba kontrolé
sistemas attistibu laika (dinamiku).

Sredingera vienadojumu iegust, diferencejot stavokla vektoru (19) attieciba pret laiku un ievérojot formalo atrisi-
najumu (22):

%|\I!(t)> = —ili Y H e YR (¢ = 0)) (23)
(1))
L0 .
i | (D) =H|W(t) (24)

Ja vienadojumu (24) pieraksta patvaliga bazé, tad iegiist pirméas kartas saistito diferencialvienddojumu sistému ar
konstantiem koeficientiem (Hamiltoniana matricas elementiem hij). Uzdevumu par $o vienadojumu “atsaistisanu”
var nodalit no evoliicijas laika noteikSanas, ja pariet uz tadu bazi |1, ), ko veido H Tpasstavokli:

ﬂ\%) = Ep|tn) (25)

Hamiltoniana Ipagvertiba tradicionali apzimeé ar energijas simbolu E,,. Ipagvertibu uzdevumu (25) sauc par stacionaro
Sredingera vienadojumu. Izmantojot bazi (25) (t.s. energijos reprezetndciju) pilnaja Srédingera vienadojuma (24),
var ikreiz pierakstit ta atrisinajumu:

W) = 37 e B4, 46, [0 (0)) (26)
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Jaatceras, ka sistémas energijas ipasvertibas var defingt ar (25) palidzibu tikai tad, ja ir spéka invariance pret laika
translaciju. Visparigaja (ne obligati stacionaraja) gadijuma Hamiltonians var bat atkarigs no laika tiesa veida (t.i., sa-
turét ¢ ka parametru). Sadiem nestacionarajiem uzdevumiem ir jalieto citas no laika atkariga Sredingera vienadojuma
(24) risinasanas metodes.

No vispariga atrisindjuma (26) més redzam galveno energija ipasstavoklu prieksrocibu: ja sdkuma momenta sistéma
atradas kada noteikta energijas ipagstavoklt U, (0) = |¢y,), tad ta paliek $aja stavokli neierobezoti ilgi:

|\Ifm(t)> — efiEmt/h|wm> (27)
Uzdevums. A
Pieradiet, ka pret laika translaciju invariantajam sistémam energijas videja vertiba (U|H|¥) paliek laika nemainiga
jebkuram sakuma stavoklim. O

Atsevigkais energijas TpaSstavoklis evoliicijas laika iegfist tikai skaitlisko reizinataju e~ Emt/h Sis t.s. fazes reizi-
natajs neietekmé neviena fizikala lieluma X meérianas varbttibu |(z;]1.,)|?, ja sistéma atrodas energijas passtavokli
|9)m). Tade] sos ipasstavoklus, kurus iegiist no Sredingera vienadojuma (25) sauc par stacionarajiem stavokliem. Sta-
cionarie stavokli kvantu mehanika atbilst kustibas vienadojumu atrisinajumiem (trajektorijam jeb orbitam) klasiskaja
mehanika.

1.1.5.. Piemérs — divu limepu sistéma

Mes bijam nonakusi pie secindjuma, ka kvantu Ipasibu novéroSanas nepieciesamais nosacijums ir nekomutativo
fizikalo lielumu esamiba. Minimala Hilberta telpas dimensija, kura ir iesp&jami nekomutativie operatori (matricas)
ir divi, jo visi viendimensionalie operatori ir ekvivalenti (precizak - izomorﬁ) redlo skaitlu kopai, kura reizinasana ir
vienmeér komutativa.

Saja sadala mes aplukosim visparigo Hamiltonianu, kas darbojas divu stavoklu telpa. Telpas bazes vektorus apzi-
mésim ar |1) un |2), bet Hamiltoniana matricas elementus pierakstisim sekojosa forma:

H= (21 i) (28)

(Turpmak, ja vien tas nerada divdomibu, més nerakstisim operatora zimi, H — H.) Seit €12 =€oE % ir ipasstavoklu
|1) un |2) energija, savukart A ir vienigais nediagonalais elements®.

Pirms aplikojam sekas no vienadojuma (28), uzskaitisim fizikdlo sistému pieméru, uz kurdm var attiecinat $o
Hamiltonianu:

1. Divatomu jons Hj. Vienadojumu (28) var lietot tuvinatajam kimiskas saites aprakstam (minimalais
LCAO=linear combinations of atomic orbitals metodes Variants).
Apliukosim divus protonus, kas atrodas fikséta attaluma R viens no otra, un vienu elektronu. Ja R ir pietiekami
liels (salidzinajuma ar Bora radiusu ao), tad mes varam sagaidit, ka elektrons bis atrodams vai nu pie pirma
atoma (stavoklis |1)) vai nu pie otra (stavoklis |2)). Stavoklu energijas saja gadijuma ir vienads ar udepraza
atoma jonizacijas energiju
gg = —13,6€V un identiskas savas starpa (Ae = 0). Pilnaja Hilberta telpa (kas ietver bezgaligi daudz stavoklu

atbilstoSos katram telpas punktam, |r)) Sos stavoklus raksturos 1s orbitales ¢n (r) = (r[¢n) e~ (Ir=Rnl)/ao
R, ir fiksetas tidenraza kodolu pozicijas, |R; — Ra| = R.

kur

Amplituda A ir pilna elektrona Hamiltoniala matricas elements, kuru raksturo integralis A =

[t (x)H(r, Vi )ta(r)dor.

2. Divu kvantu punktu sistéma. Diviem potencialiem, kas spgj satvert elektronu vai nu stavokli |1), vai nu
stavokli |2) nav obligati janak no dabiga atoma. Tos var veidot maksligi, izmantojot piemérotu nanostruktiru,
ka paradits zimejuma 1.. Sadu maksligu struktaru sauc par kvantu dubultpunktu, un vienadojums (28) apraksta
8o dubultpunktu kovalentas saites rezima.

4 A vienmer var izvélaties realu, atbilstosi izvéloties stavokla |1) fazi, jo no |1) — €??|1) seko hi2 = (1|H|2) — e~ **hia.
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1. att.: Nanoelektroniska shéma, kura ar elektrostatisko potencialu palidzibu ir iespé&jams izveidot divus maksligos
atomus (kvantu punktus), kas ir iezimeti ar sarkanajiem apliem. Katra kvantu punkta orbitalu energijas €; un eq, ka
ar1 parklaganas amplitidu A var regulét, mainot spriegumu uz atbilsto$a kontakta. (©2004 Ludwig Maximilians
UniversitzZt Manchen, http://www.nano.physik.uni-muenchen.de/research/rep04/index.html

3. Spins 1/2. Pat ja elektrona telpiskais stavoklis ir pilniba fiksets (piemeram, 1s stavoklis udenpraza atoma),
joprojam paliek iespéja mainit ta stavokli attieciba pret iekséjo griesanos. Elektrona rotacijai ir iesp&jami divi
stavokli, kas atbilst lenkiskd momenta projekcijai gar izraudzito (z) asi. Sada fikseta spin momenta gadijuma
energiju starpiba Ae atbilst Zémana energijai (1/2)gup H,, kuru rada magnétiska lauka komponente z virziena,
savukart nediagonalais loceklis apraksta to pasu Zemana mijiedarbibu x ass virziena, 2A = (1/2)gupH,.

4. Kubits. Neatkarigi no stavoklu |1) un |2) fizikalas jegas, tos var interpretes ka vien bita vertibas 0 un 1. Kvantu
skaitjosana atbilst vispariga stavokla vektora [¢)) = ¢1]0) 4 ¢1|1) attistibai laika, kuru nosaka Hamiltonians (28)
(iespéjams, ar tieso Ae atkaribu no laika). Tade] no informacijas teorijas viedokla divlimenu sistemu sauc par
kvantu bitu, jeb kubitu.

Vispirms atradisim ipa$vértibas:

. e —F A
i) =Bl & Wl #o— T35 A,

(61— E)(ea — E) —A?*=0 (30)

ELQ E R ==Y A2 (AE)2/4 (31)

Hamiltonians (28) ir reala simetriska matrica, tas ipasfunkcijas (Tpasvektorus) vienmer var izveleties ar realajiem
koeficientiem. Ta ka velamies normétu ipadvektoru, pierakstisim to forma:

|Y) = cos 1) + sin 6]2) (32)

’ =0 (29)

(<w|¢> = 1 seko no trigonometriskas identitates cos?6 + sin?4 = 1) un meklésim nezinamo sajauksanas lepki
(angl. mizing angle) 6. leverojiet, ka 6 vertiba 0° atbilst tirajam stavoklim [1), bet 6 = +90° — stavoklim |2).

<61 _AEn €2 —A En> (§?§g> B (8) (33)

E1 2 — €1 Aé‘ E1 — E2
tanfh o= ———— = ——c +t ———— 4

L A 2A T 2A (39)
Muins pietika izmantot tikai pirmo vienadojumu no divu vienadojumu sistémas, jo vienadojumiem (33) ir jabut lineari

atkarigiem, ja vien E,, ir precizas Ipadvértibas.
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2. att.: Divu limenu sistemas energijas 1pagvertibas Ey (sarkans) un Es (zils) ka limenu energiju starpibas
Ae = g1 — e funkcija. Stienidu diagrammas parada atbilstosas stavoklu |1) un |2) amplitudas stacionarajos
stavoklos [11) (zils) un |12) (sarkans). AMplitada A > 0.

Energijas ipasveértibas (31) un Ipasfunkcijas ir attélotas zimgjuma 2.. Pievérsisim uzmanibu vairakam iegiita atri-
sindjuma Ipasibam:

e Ja stavokli |1) un |2) atrodas talu viens no otra energijas zina, |e; — 2| > A, tad to sajauksanas ir maza

(61 =~ 0, 2 ~ £90°). Stavokli butiski nemaina savu raksturu, un tade] mijiedarbiba A var tikt uzskatita par

mazu perturbacijas teorijas nozima®

e Ja stavokli |1) un |2) ir dedeneréti, tas ir, 1 = £1(= &g), tad tie ir loti “jutigi” pret mijiedarbibu A. Pilnas
energijas Eq o2 = €9 £ A ir atdalitas ar 2|A| lielo energétisko spraugu. Saka ari, ka mijiedarbiba A|1)(2|+ A|2)(1]
saske] degenereto limeni gy. Sim gadijumam atbilstosas 1pasfunkcijas atbilst sajauksanas lenkim 6 = £45° un
ir stavoklu |1) un |2) simetriska un anti-simetriska kombinacija:

1
V2
[Atzimésim iekavas, ka no grupu teorijas viedokla Hamiltonianam (28) ar Ae = 0 piemit permutacijas grupas S

simetrija, tade] ta 1pasfukcijas (35) atbilst §1 grupas reprezentacijam ar raksturiem +1 (simetriskais stavoklis)
un —1 (anti—simetriskais).]

[Y12) = —= (1) £12)) (35)

e Aplukojot tpasenergiju F o grafiku atkariba no €1 — €2 mes redzam, ka limenu €1 un £; krustosanas, kas notiktu
bez mijiedarbibas, ir noversta, ja A # 0. SI ir tipiska energijas limenu uzvediba atkariba no kada sistemas
parametra, un to sauc par limenu novérsto krustosanos (angl. avoidied corssmg).

5 Tik tiesam, izvirzot pilno atbildi (31) un (34) rinda péc maza parametra Ac/A, iegiist labu tuvindjumu jau ar pirmajiem rindas
locekliem.
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1.2.. Elektronu kvantu mehaniskas ipasibas

Fizikalas pasaules vienotibas dé] més varam sagaidit, ka kondensétas vides uzvediba ir atvasinama no tas elemen-
taro sastavdalu — atomu vai kodolu un elektronu — fundamentalajam kustibas un mijiedarbibas ipagibam. Sada
redukcionisma programma nav iespéjama bez nopietnu vienkar§ojumu un tuvinajumu virknes. Tade] ta vieta, lai
saktu ar pilno mikroskopisko Hamiltonianu, més konstruésim cieto vielu pakapeniski, sakot tikai ar daziem aspektiem.
Pirmais solis $aja programma ir apskatit elektrona kustibu vairaku, regulari sakartotu kodolu lauka.

1.2.1.. Viendimensionalais cie§as saites modelis

Sis sadalas ietvaros meés uzskatisim kodolus par fiksétiem (bez pasu dinamikas) pievilk§anas centriem, un koncen-
tresim uzmanibu uz elektronu kustibas. Pat viena kodola (protona) un viena elektrona gadijuma (tdenraza atoms),
uzdevums — tdenraza atoma teorija — nav vienkarss. Viens no celopiem ir tas, ka elektrona pilnigajam kusti-
bas apraksta ir nepiecieSsama Hilberta telpa ar bezgaligi lielu dimensiju skaitu. Elektrons var tikt lokalizéts jebkura
telpas punkta r un ta iespgjamo kustibas stavokli |¢) pilniba apraksta bezgaliga amplitidu kopa — vilpu funkcija
Y(r) = (r|yp). Meés maksimali vienkarsosim atoma aprakstu, papemot no visas stavoklu telpas, kas raksturo elektrona
kusttbu atomna apkartneé (precizak — kristala elementaraja sana) tikai vienu stavokli, |xo), kurs tuvinati atbilst izveleta
atoma stacionarajam stavoklim ar viszemako enerdiju. Atomfizika telpiski lokalizétus stavoklus sauc par orbitilém,
tadel] izraudzito tuvindjumu var saukt arl par vienorbitales tuvinajumu. Més redzéjam no ieprieksejas sadalas pieméra
ar divlimenu sistému, ka stavokli ar krasi atskirigam energijam ievies tikai nelielas korekcijas savstarpéja kustiba un
tos var tuvinati apskatit ka neatkarigus. Péc savas biitibas tas universals panémiens teorétiskaja fizika — visi misu
Hamiltoniani un atbilstosas Hilberta telpas ir tuvindjumi, kas strada tikai noteikta energiju diapazona.

Sada vienorbitales tuvinajuma var apskatit divus fiksétaja attaluma a esosus atomus. Elektrona kustibu sada
divatomu jona aprakstis jau apskatitais divlimenu Hamiltonians (28). Tuneléganas amplituda A raksturo iespeju pie
pirma atoma lokalizéto elektronu atrast blakus otrajam atomam. Nemot par pamatu tdenraza atoma ls orbitales
var paradit, ka A <0 (ja kodoli neatrodas parak tuvu viens otram). Ta ka atomi ir identiski, Aeg = 0, un divlimenu

Hamiltonianu (28) misu gadijumam var pierakstit sekojosi:
H = —J (|lzo)(z1| + [21)(@0]) (36)

Lecienu amplitidu meés apzimésim ar —J, un uzskatisim J par parametru ar energijas dimensiju, kas ir vispariga
gadijuma ir atkarigs no starpatomu attiluma a = z; — xg. Izolétas orbitales energiju izvélésimies par energijas
atskaites limeni, ta, lai vienadojuma (36) varétu nerakstit diagonalos loceklus.

No iepriekséjas sadalas més zinam, ka §is sistémas stacionarie stavokli atrodas attaluma 2.J viens no otra. Zem-
akajam stavoklim atbilsts negativa energija (—J ) un simetriska vilpu funkcija. Sis energijas ieguvums rodas tadel,
ka elektrona delokalizacijas starp abam orbitalem lauj pazeminat ta kinétisko energiju (Heizenberga nenoteiktibas
principa sekas). Ja &1s energijas ieguvums atsver kodolu atgrasanas energiju, divi kodoli un viens elektrons var veidot
stabilu molekularu jonu (ﬁdemaia gadijuma — H, ) Energija ieguvums uz samazinatas kinétiskas energijas rekina
ir kovalentas kimiskas saites veidoSanas pamata. (Kovalentas saites teorija neitralo atomu gadijuma nem véra vai-
rak neka vienu elektronu, ka ari elektronu spinu, bet péc butibas ir lidzigas apskatitajam tdenraza molekulas jona
pieméram) .

Pariesim no divatomu molekulas uz N atomu kédi, ka izvietoti vienados attalumos viens no otra, x, = an ar
n=0,1,... N — 1. Ciesas saites (angl. tight—bz’nding) modelis ievero parlécienus tikai starp vistuvakajiem kaiminiem:

N—-1

H= Z _J(|xn><xn+1| + ‘$n+1><xn|) (37)

n=0

Saja summa paradas ari loceklis |xn), kura jegu talit definesim. Mes apskatam lielu (N > 1), bet galigu kedi.
Lai vienadojums (37) biitu precizi definéts, mums ir jafikse robeznosacijumi. Ja meés pielidzinatu lielumu |zx41)
nulles vektoram, tas vistuvak atbilstu fizikdlajai situdcijai, kad uz pédéjo mezglu (n =N — 1) var noklit tikai no
iepriekspédéja (n =N-— 2). Sada izvéle ir iespéjama, bet nav Ipasi parociga matematiskaja zina. Més izvélesies biezi
lietojamos Borna-Karmana jeb periodiskos robeznosacijumus:

|zn) = |z0) (38)

Si izvele atbilst gredzena topologijai. Borna-Karmana nosacijumu prieksrociba ir ta, ka neviens no kedes mezgliem
nespélé ipaso lomu. Loti visparigi var apgalvot, ka sistéma ar periodiskajiem robeznosacijumiem ir novérojami galiga
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izmeéra efekti (kas paziid robeza N — oo), bet ta ir briva no virsmas (mﬁsu viendimensionalaja gadijjuma — galu)
efektiem.
Apskatisim stavoklus ar sekojosu struktaru (simetrijas principus, kas nosaka $adu izvéli apskatisim nakamaja sada-

la):
|hr) = AZei’m”\azn) , Tp=an (39)

Stavokli [¢;) visi lokalizeto stavokli ieiet ar vienu un to pasu svaru |A]?, bet lidz ar attalumu lineari picaugoso fazi
e’*¥n Normesanas konstanti A atrast ir viegli ir:

L= (i) = 4P S e o) = AR ) — 4PN (40)
TITL 5

n, 7L/

Tadejadi, varam izveleties A = N1/2,

M) =Y =T (J20) (@ni| + |Tna1) (@a]) AP |2y0) = —AT Y (€74 |2,) + €*0 |2,41)) (41)

n,n’

Seit més izmantosim to, ka attdlumi starp mezgliem z,, = na ir identiski: z,4+1 = z,, + a:

7AJZ (eikaeikxn
= — Jeika (Azemnlxn)) + —Je (AZ etk |z,,) ) (43)

= —J (™ 4 e *)|ihy) = —2J cos kaliy,) (44)

Hlr)

T (42

Mes redzam, ka |¢) ir Hamiltoniana Ipasstavoklis ar ipagvértibu
E(k) = —2J coska (45)

Sobrid mes esam pieradijusi, lai kada ari nebutu k vertiba, stavoklis (39) ir sistémas stacionarais stavoklis. Lai pilniba
noteiktu sistémas uzvedibu, mums ir izvélas tads k vertibas, lai atbilstosie ipasstavokli [¢y) veidotu pilnu ortonormetu
stavok]u sistemu. Normésanu jau nodrosina izvéle A = 1/v/N. Lai nodroginatu ortogonalitati starp stavokliem |psiy)
un |psig) ar k k', mums ir veic izvedums, kas lidzigs normalizesanas konstantes noteikt3anai (40):

eiNa(k—k') -1

<wk"wk |A| Z —ik'x,,, eikan <xn/|$n _ -1 Zel(k Ena _ _ N1 T (46)
n,n’ 5

n,n’

Lidzigas izteiksmes ir sastopamas ari citas fizikalajas situacijas, kur notiek vilpu difrakcija uz periodiska rezga. Izana-
lizesim iegtito izteiksmi. Vispirms ieverosim, ka Na = L atbilst visas kedes garumam. Ipasas situacijas ir sagaidamas,
kad vai nu saucejs, vai nu skaititajs ir vienadi ar nulli. Apskatisim vispirms saucéju. Ja k' — k vienads ar veselu vesels
lieluma K = 27 /a skaitu, tad (¢w[¢r) = N/N =1 kur m =0,+1,42.... Vel jo vairak, ievietojot k — k +mK (kur
m==41,42.. ) vienddojuma (39), redzam, ka

——
1

|'¢k’+7nK> _ Azeikxn+imKna|x7L> _ Azeikzn e+i27r7nn|xn> — |wk> (47)

Tadel k-skaitli, kas atskiras par veselu K = 27 /a skaitu apraksta identiskus stavokjus. Tas nozimeé, kas uz k-ass pietiek
apskatit patvaligu intervalu ar garumu K. Parasti to izvélas ar centru punkta k = 0, respektivi k € (—K/2, K/2]. St
ir ta saucama pirmd Briluéna zonae misu viendimensionalajam kristalam. Briluéna zona izmeérs o 1/a nav atkarigs
no atomu skaita, bet ir apgriezti proporcionals starp-mezglu attalumam. [Formalaja robeza a — 0, kad savs kvantu
stavoklis tiek piekartots katram telpas punktam, k mainas no —oo lidz +oco. Saja brivas telpas robeza pareja no
stavokliem |z,,) uz i) atbilst parastajai Furje transformacijai.]
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3. att. Stacionirie stavokli ciesas saites modeli ar N = 2 un N > 1 atomiem viendimensionalaja kéde.

E(k)

[

Ly

4. att.: Stavoklu energija atakriba no k-skaitla viendimensionalaja ciesas saites modeli. Ar raustitu liniju ir iezZiméts
elektrona efektivas masas tuvinajums (49).

Stavoklu ortogonalitati nodrosina skaititajs elk=K)L _ viendadojuma (46). Izveloties k ar soli

27
Ak = — 48
& (43)
varam nodro§inat stavoklu ar atskirigajiem k ortogonalitati. Ta ka intervala ar garumu K = 27/a var izvéléties
tiesi N stavoklus ar soli Ak = 27/N, esam ieguvusi pilnu ortonormétu vektoru sistemu |psiy) ar k = —K/2 +

Ak,—K/2 + 2Ak,...,+K/2, kur katrs vektors ir Hamiltoniana (37) Ipasvektors ar Ipadvértibu (45). S1 situacija ir
attelota ziméjumos un 4. 3..

Mes redzam, ka periodiska sistema vienelektrona stavokli aizpilda kvazinepartrauktu intervalu — elektronisko sta-
vokju zonu.

E(k) = —2J coska = —2J + 2Ja> K +... (49)
“vakuuma energija”  h2?/(2m*)

1.3.. Elektronu kustiba kristaliskaja lauka
1.3.1.. Translacijas simetrija, Bloha teoréema

lepriekseja sadala apskatitais ciesas saites modelis nodemonstréja vairakas elektronu kustibas ipatnibas, ja ta notiek
periodiski sakartotaja struktira (viendimensionala vienadu atomu lgéde). Visparigaja gadijuma, veidojot teorétisko
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aprakstu sistémam ar lielu (makroskopisku) dalinu skaitu més sastapamies ar neizbégamu griitibu — ka ar sapratigu
nelielu lielumu, sakaribu un vienadojumu skaitu aprakstit tik daudzas fizikalo brivibas pakapju? Biutisku progresu
Saja joma var panakt tad, kad sistémai piemit augstas pakapes simetrija. Kristalisko vielu gadijuma ta ir translacijas
simetrija redlaja telpa: atomu sakartojumu kristaliskaja rezga iegiist, periodiski atkartojot elementdaro sanu. Jaat-
zimé, ka arl nekristalisko vielu apraksta simetrijas pienémumi ir nepiecieSami — tie tiek lietoti statistiskaja nozime,
pieméram, uzskatot viena tipa atomu apkartnes par statistiski ekvivalentam.

Translacijas simetrijai, kas piemit kristaliskam vielam, ipasu lomu nosaka tas, ka ta lauj kada teoretiska uzdevuma
atrisindjumu vienam atomam “pavairot” uz visu kristalu. Meés aplikosim $is simetrijas visparigas sekas no grupu
teorija viedokla.

Simetrijas operacija ir darbiba (pieméram, operatora pielietoSana vai fizikala manipulacija), kuru piemérojot sis-
témai, ta paliek nemainiga. Péc $is definicijas, divas péc kartas izpilditas simetrijas operacijas arl veido simetrijas
operaciju. Tapat arl katrai simetrijas operacijai biis iespéjams piemeklét pretéjo (pieméram, katram pagriezienam
pulkstena raditaja virziena atbilst pagrieziens pretéja virziena). Vienmeér ir iespé&jama arl identiskd simetrijas ope-
racijas, kas neko neizdara ar sistému (ari §1 “darbiba” péc definicijas ir simetrijas operacija). Uzskaititas skietami
trivialas ipasibas ir pietiekamas, lai simetrijas operacijas veidotu matematisko struktiru, ko sauc par grupu. Mate-
matiska grupu teorija veido spécigo aparatu, kas lauj vienkarsot fizikalos uzdevumus tik talu, cik to pielauj simetrija
(atseviélgajos gadijumos — pat pilniba atrisinat). Meginasim uz translacijas simetrijas pieméra izsekot tam, ka §i
vienkarso$ana tiek Istenota. .

Kvantu mehanika simetrijas operacijam atbilst operatori linearie T, kas iedarbojas uz stavoklu vektoriem. Ta ka
stavokla vektoram ir japaliek normeétam, simetrijas operatori ir unitari, T~! = T, Paralelo parnesi realaja telpa par
vektoru R raksturo ar translacijas operatoru T(R):

(50)
(r|T(R)|%) = (r + R (51)
T(R)v(r) = ¥(r +R) (52)

(Seit Y(R) = (R|Y) ir t.s. vilpu funkcija koordinasu reprezentacija. Ta ir telpisko koordindsu operatora Ipasstavokla
|R) amplitida dotaja stavokli |¢).) Operatoru T(R) grupas Ipasibu izsaka sakaribas:

T(Ry) - T(R1) = T(R; + Ry) (53)

Apliakotaja piemera ar 1D ciedas saites modeli (37) dazadiem atomiem piekartotie bazes vektori |x,,) ir saistiti ar
tadam translacijam T(R), kur R = nja; un n; ir vesels skaitlis:

T(na1)|xm> = |xmfn> (54)
Visparigaja gadijuma, diskreto translacijas simetriju trisdimensiondalaja telpa raksturo translacijas vektori

R = niai + nzas + nzas (55)

kas ir tris fikseto telpisko vektoru a; linearas kombinacijas ar veselajiem koeficientiem n;. Vektoru trijnieks {a;,as, a3}
ir elementaras $ina baze, to izvéle pilniba nosaka telpiska rezga translacijas simetrijas 1pasibas. Atkariba no atomu
izvietojuma elementaraja stna un lenkiem starp bazes vektoriem kristaliskajai strukttrai var piemist papildus simet-
rijas ipasibas. Meés paslaik apskatam tikai translacijas simetrijas operdciju apakskopu. Zemak ar lielo burtu R meés
apzImésim tika “veselus” vektorus, kas atbilst sakaribai (55).

Apgalvojuma “fizikalajai sistémai ar Hamiltonianu H piemit simetrija 17 matematiska izpausme ir atbilstoso ope-
raciju komutacija:

T - T

[H,T] =0 (56)

Uzdevums.
Pieradiet, ka ciesas saites modela simetrijas opertori (54) tieSam apmierina simetrijas nosacijumu (56). O

Galvena grupu teorijas lietosanas ideja ir saistita ar stavoklu (Hilberta telpa Vektoru) klasifikdcija péc ta, ka uz
tiem darbojas simetrijas operatori. So klasifikaciju veic neatkarigi no citam fizikalo mijiedarbibu ipasibam (par kuram

atbild 7:[), bet péc tam H IpaSvektorus meklé jau pilnas Hilberta telpas apakstelpas ar mazaku dimensiju skaitu un
vienkarsako diagonalizéjamas matricas struktaru.
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Ja grupa ir tada, ka jebkuram tas operatoram T(R) var piemeklét Ipasvektorus, kas visi kopa veido Hilberta
telpas bazi (Ipaévektoru sistéma ir pilna), tad komutacijas sakariba (56) lauj apgalvot ka H un T(R) eksisté kopéjo
ipasvektoru sistema®. Lai pateiktu maksimali daudz par so ipasvektoru sistemu izejot tikai no simetrijas Tpasibam,
mums ir jaapskata visas iespéjamas translacijas operatoru Ipasvertibas. Augstak teiktais nozime, ka H Ipasvektoriem
varbiit tikai tadas komponentes, kuras raksturo viena un ta pati 7' ipasvertiba. .

Tada 1pasvektoru sistemu vy, kura katrs elementrs ir vienlaicigi visu grupa operatoru T(R) ipaksvektors, sauc par
dotas grupas viendimensionalo reprezentaciju dotaja Hilberta telpa. Atseviskus vektorus tada reprezentacija klasifice

péc atbilstosam Ipasvertibam. Nav griiti parliecinaties par sekojogo vienigo iespéjamo Ipasvértibu formu”:

T(R)|wk,n> = eik.RWkJﬂ (57)

Seit k ir patvaligs konstants trisdimensionals vektors no t.s. apgrieztas telpas. Pagaidam mes redzam tikai to, k
raksturo translacija grupas viendimensionalas reprezentacijas. Indekss 7 pie stavokla apziméjuma mes esam noradijusi,
lai pasvitrotu, ka var but daudz miusu Hilberta telpa atskirigo stavoklu vektoru |tk ,), kas atbilst vienai un tai
pasai ipasvertibai. Pateicoties translacijas simetrijai (56), stavoklus |k ,) vienmer varés izvéléties ta, lai tie batu
Hamiltoninana ipasvektori,

ﬂ‘q/}k,n> = Ev}(k) |¢k,n> (58)

Ar abstraktu argumentu palidzibu més esam pieradijusi loti svarigu apgalvojumu — Bloha teoremu. Pierakstisim to
realas telpas koordindsu reprezentacija, izmantojot (58) un (50),

(r| T(R)[tw,n) = ™ B (x|thie.p) (59)
Yien(r + R) = e By, () (60)

wk7 (I‘), lai

]?1)710ha teoréma (59) parada, ka elektronu kustibai starp periodiska reZga mezgliem piemit plakano vilpu raksturs.
Vilnpu funkcijas atkariba no telpas punkta vienas elementarsinas ietvaros varbit loti sarezgita, jo to nosaka atomu
kodolu un pargjo elektronu raditais potencials. Taja pasa laika Bloha teorema garanté, ka parvietojoties kristala par
elementarsinu skaitu, vienigais, kas notiek ir elektronu vilpa amplitidu ir fizes pagrieSanas par lenki kR.

Elektronu stavoklu klasifikacijai kristala ir svarigi nosacijumi, kuriem paklaujas ar sakaribu (57) definetais apgrieztas
telpas vektors k.

kR — g(ktKR o K. R =21m, m=0,+1,+2,... (61)
K =m1by + maybs + msbs (62)

Tadejadi, lai pilniba raksturotu elektronu stavokla simetriju attieciba pret diskrétam translacijam ar translaciju vek-
toru (55), pietiek ar k vektoriem ar komponentém

k=[-0.5...0.5]b; +[-0.5...0.5] by + [-0.5...0.5] b3 (63)
bl _ 2 [ag X 33} ’ b2 _ 2T [a3 X al] : b3 _ 2 [a1 X ag] (64)
aj - [a2 X ag] aj - [a2 X ag} aj - [ag X ag]

Saskana ar $o nosacijumu izvéléties apgrieztas telpas vektori viedo trisdimensionalo Briluéna zonu visparigaja gadi-
juma.

6 Simetrijas operaciju opertori T ir unitari nevis obligati paSsaistitie. Tas nozImé, ka tiem ne vienmér eksisté pilna Ipasvektoru sistéma —
var bt tadi Hilberta telpas apgabali (invariantas apakstelpas), kuras neviens vektors nesaglaba savu virzienu péc operatora 1" iedarbibas.
Sadi visparigie gadijumi ir iesp&jami grupam, kuru dazadam simetrijas operacijam atbilst nekomutéjosie operatori (ne-Abela grupas).
Nekomutativo grupu gadijuma Hilberta telpas stavokli (invariantas apakstelpas) ir jaklasificé pec grupas nereducéjamam reprezentacijam.
Par laimi, komutativo grupu gadijuma (pie kuram pieder arT translacijas grupa) visas nereducéjamas reprezentacijas ir viendimensionilas,
tatad ekvivalentas ipasSvektoriem.

7 Operatoru T unitaritates dé] Tpagvértibai péc modula ir jabiit vienadai ar vienu, [A(R)|. Grupas Tpasibas (53) d&| arT Tpasvertibam ir
javeido translacijas grupa reprezentacija, A(R1)A(R2) = A(R1+R1). Vieniga skait]u formu, kas §adam Tpasibam atbilst ir \(R) = e?*'R,
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5. att.: Divu elektronu vilnu funkciju izvéle, ievérojot pilnigas antisimetrijas prasibu. Piemera aplikoti tris
iespejami stavokli (neatdalot atseviski spina un orbitala brivibas pakapes).

1.3.2.. Pauli princips un zonu aizpildisana

Lidz §im mes esam apskatijusi viena elektrona uzdevumu — tika mekléti vienas dalinas stavokli fiksétaja potenciala.
Daudzu elektronu uzdevuma vispariga nostadne un risinaSana ir krietni komplicetaka. Mes saksim $o jautajumu
aplikot ar situaciju, kura tiesad veida netiek nemta véra elektronu mijiedarbiba, un daudz elektronu sistéma tiek
uzskatita par neatkarigu elektronu gazi® Elektronu mijiedarbibas aspekti tiks apspriesti velak (skat. sadalu ??).

Ja sistema ir N dalinas, tad ta stavokla raksturojuma ir nepieciesams noradit katras no N dalinu kvantu stavokli.
Apzimejums

[¥) = |a)1 |bY2|c)e®@...Q |2)N (65)

nozimeé, ka pirma dalina atrodas stavokli |a), otra — stavokli |b), utt. Situdcija divu dalipu N = 2 un tris iespgjamo
stavoklu (|a), [b) un |c)) ir paradita attela 5. kreisaja kolonna. Stavoklus, kurus apraksta daudzdalinu stavokla vektori
(65), sauc par reizinajuma stavokfiem (angl. product state). Tie veido bazi atbilstosaja telpa, kura matematiski ir
N viendalinu Hilberta telpu tiesais reizindjums. Vairaku reizindjuma stavoklu suprpozicijas sauc par korelétajiem
(angl. correlated) val sapitajiem (angl. entangled) stavokliem. Vispariga gadijuma daudzdaligu sistémas stavoklis ir
koreléts, t.i. satura vairakas reizinajuma tipa (65) komponentes. Ir viegli redzét, ka stavoklu skaits telpa ar IV dalinam
aug eksponenciali. S1 ir galvena griitiba, ar kuru jasaskaras daudzdalinu kvantu teorijai, sikak to apspriedisim nodala
29

Batisku ierobezojumu uz iespejamiem stavokliem atstaj pilnas vilpu funkcijas simetrijas princips, kuru var izteikt
sekojosi: Mainot vieta jebkuru divu identisku dafinu stavoklus pilnaja vilpu funkcija, tai ir vai nu (a) japaliek nemai-
nigai, vai nu (b) jamaina zime uz pretejo.® Gadijums (a) atbilst Boze-Einsteina dalinu statistikai, gadijums (b) —
Fermi-Diraka statstikai. Tas, kada statistikai paklaujas dalinas ir saistits ar vigu spinu: dalinas ar veselu spinu ir
bozoni, dalinas ar pusveselu spinu (ieskaitot elektronus) — fermioni.

Elektronu gadijuma, lai apmierinatu antisimetrijas prasibu, no elektronu reizindjumiem (65) ir javeido lienaras
kombinacijas, kas maina zimi uz pretéjo péc jebkuru divu elementu apmainas vietam. Sis lienaras kombinacijas —
pilnas anti-simetriskas vilpu funkcijas — N elektronu gadijuma satur N! loceklus, atbilstosi visam iesp&jamam izveléto

8 Atskaitot neizbegamas korelacijas Fermi statistikas del, skat. zemak.
9 Grupu teorijas valoda & teoréma prasa, lai pilna vilpu funkcija veidotu permutaciju grupas viendimensionalo reprezentaciju.
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stavoklu permutacijam. Gadijums ar N = 2 ir paradits attela 5.. Tris iesp&jamo stavoklu un divu dalinu gadijuma
simtetrijas prasiba samazina iespéjamo stavoklu skaitu no 8 lidz 3.

Vissvarigakais secinajums no fermionu kvantu mehaniska stavokla anti-simetrijas ir Pauli princips: viens un tas
pats stavoklis nevar iet reiznajuma (65) vairak neka vienai dalinai, jo tas automatiski anulé atbilsotso anti-simetrisko
kombinaciju. Fizikali tas nozimeé, ka divi elektroni nevar atzpemt vairak neka vienu stavokli.

Pauli princips un zonu striktira ir cietveilu teorijas principi, kas lauj pareizi aprakstit ar elektronu kustibu saistitas
kristalisko vielu (metalu, dielektriku un pusavaditaju) 1paibas.



