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1.. KVANTU MEHÂNIKAS PAMATI. ELEKTRONU KUSTÎBA KRISTÂLOS.

1.1.. Kvantu mehânikas pamatatziòas

Cietvielu fizikas galvenâs atziòas lielâ gadîjumu skaitâ tieði izriet no vai ir saistîtas ar kvantu mehâniku. Tas
attiecas gan uz tradicionâlajâm cietvielu fizikas sadaïâm, gan uz modernajiem lietojumiem, ieskatot nanotehnoloìijas.
Tâdçï teorijas apskatu mçs sâkam ar kvantu mehânikas pamatprincipu kopsavilkumu. Tâ mçríis ir ne tikai atgâdinât
bakalaura un maìistra studiju programmâs iegûtâs atziòas, bet arî iepazîstinât ar mûsdienîgajiem apzîmçjumiem un
terminoloìiju.

Galvenâ îpatnîba, kas raksturo mûsdienu kvantu mehânikas lietojumus cietvielu un nanostruktûru fizikâ, ir atkâpe
no tieðâs mikroskopiskâs modelçðanas par labu modeïiem, kas ar minimâlo empîrisku parametru skaitu pareizi apraksta
parâdîbas. Tâdçï no kvantu mehânikas nepiecieðamâs atziòas mçs formulçsim abstraktâ formâ, kas nav atkarîga no
konkrçtu piemçru îpatnîbâm (piemçram, vielas íîmiskâs struktûras, mijiedarbîbas enerìijas atkarîbas no attâlumu
utt.). Lai arî ievadlekcijas materiâls var ðíist pârlieku sauss un matemâtisks, tas viedo priekðstatu bâzi, kura ir
nepiecieðama plaða fizikâlo situâciju un efektu klâsta izpratnei.

1.1.1.. Stâvokïu telpa

Fizikâlâ lieluma X mçrîjuma rezultâtâ var iegût vienu no iespçjamâm vçrtîbâm x1, x2, x3 . . . , kuras sauc par
X îpaðvçrtîbâm. X var bût enerìija, vai piemçram, atoma indekss, pie kura ir atrodams elektrons. Tâdu sistçmas
stâvokli, kurâ X mçrîðana jebkurâ gadîjumâ dod vienu un to paðu îpaðvçrtîbu xi sauc par îpaðtâvokli un apzîmç ar
abstraktu simbolu (îpaðvektoru) |xi〉1 Saskaòâ ar kvantu mehânikas superpozîcijas principu, ðâdai sistçmai ir iespçjami

∗Labojumus un atsauksmes stûtît uz slava@latnet.lv
1 Gadîjumus, kad vienai un tai paðai X îpaðvçrtîbai atbilst daþâdi stâvokïi (t.s. îpaðvçrtîbu deìenerâcija) pagaidâm neapskatîsim.
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arî t.s. superpozîcijas stâvokïi, kurus formâli var pierakstît ar îpaðvektoru lineârâs kombinâcijas palîdzîbu.

|Ψ〉 = c1|x1〉+ c2|x2〉+ c3|x3〉+ . . . (1)

Ðajâ vienâdojumâ ci ir kompleksie skaitïi, kas pilnîbâ raksturo stâvokïa vektoru |Ψ〉. Tos sauc par stâvokïu |xi〉
amplitûdâm stâvoklî |Ψ〉. Amplitûdu fizikâlo jçgu nosaka Borna mçrîjumu postulâts: mçrot lielumu X stâvoklî |Ψ〉,
îpaðvçrtîbu xi iegûst ar varbûtîbu, kas ir proporcionâla amplitûdas moduïa kvadrâtam |ci|2. Çrtîbas labad amplitûdas
parasti normç uz vieninieku,

|c1|2 + |c2|2 + |c3|2 + . . . = 1 (2)

lai amplitûdas moduïa kvadrâts bûtu tieði vienâds ar atbilstoðâs îpaðvçrtîbas mçrîðanas varbûtîbu.
Visu iespçjamo lineâro kombinâciju (1) kopa veido sistçmas stâvokïu telpu, ko fizikâ ir pieòemts saukt par Hilberta

telpu2. Mûsu konstruçtajâ piemçrâ îpaðstâvokïi |xi〉 veido Hilberta telpas bâzi. Matemâtiskâs çrtîbas labad ievieð arî
ket-vektoriem |xi〉 duâlos bra-vektorus 〈xi| un postulçjot skalâro reizinâjumu 〈xi|xj〉 = δij (t.s. ortnormçta bâze).
Ðo t.s. Dîraka apzîmçjumu elementu nosaukumi nâk no angïu vârda bracket =\bra"|\ket" (latviski iekavas). Duâlâ
vektora konstrukcijas (jeb saistîðanas, angl. conjugation) operâciju apzîmç ar krustu, 〈Ψ| = |Ψ〉†, 〈Ψ|† =

(|Ψ〉†)† = |Ψ〉.
Skaitïiem saistîðanas operâcija † nozîmç vienkârði komplekso saistîðanu, z† = z∗.

Ðajos apzîmçjumos amplitûda ci ir |Ψ〉 ortogonâlâ projekcija uz |xi〉 un ir pierakstâma ar skalârâ reizinâjuma
palîdzîbu,

ci = 〈xi|Ψ〉 (3)

Stâvokïa vektora normçðanas nosacîjums savukârt ir vienkârði 〈Ψ|Ψ〉 = 1.
Uzdevums.
Pierâdiet, ka sakarîba 〈Ψ|Ψ〉 = 1 un ∑

i |ci|2 = 1 ir ekvivalentas, ja |Ψ〉 =
∑

i ci|xi〉 un bâze |xi〉 ir ortonormçta.

1.1.2.. Operatori

Katram fizikâlam lielumam Y kvantu mehânikâ atbilst savs lineârais paðsaistîtais operators Ŷ . Ðos objektu mate-
mâtiskâs îpaðîbas izrâdîjuðâs adekvâtâkas fizikâlâs realitâtes aprakstam, nekâ no klasiskâs fizikas ierasto reâlo skaitïu
îpaðîbas.

Linearitâtes îpaðîbu definç sekojoðâ sakarîba:

Ŷ
(
a1|ψ1〉+ a2|ψ2〉

)
= a1 Ŷ |ψ1〉+ a2 Ŷ |ψ2〉 (4)

Ðajâ vienâdojumâ |ψn〉 un an ir patvaïîgi. Turpmâk mçs aplûkosim tikai lineâros operatorus. Operatori iedarbojas
uz ket-vektoriem no kreisâs puses, Ŷ |ψ〉, un uz bra-vektoriem | no labâs puses, 〈ψ|Ŷ . Ja ir zinâma Ŷ darbîba uz
visiem ket-vektoriem, tad Ŷ iedarbîba uz bra-vektoriem tiek definçta sekojoði:

(
〈xi|Ŷ

)
|xj〉 ≡ 〈xi|

(
Ŷ |xj〉

)
visiem i un j (5)

Pateicoties îpaðîbai (5) komplekso skaitli 〈xi|Ŷ |xj〉 var saprast gan kâ bra-vektora 〈xi|Ŷ skalâro reizinâjumu ar ket-
vektoru |xj〉, gan kâ 〈xi| reizinâjumu ar Ŷ |xj〉. Skaitli Yij ≡ 〈xi|Ŷ |xj〉 sauc par operatora Ŷ (vai fizikâlâ lieluma Y )
matricas elementu X-reprezentâcijâ. Matricas elementus Yij ar i = j sauc par diagonâlajiem, savukârt tos ar i 6= j
| par nediagonâlajiem.
Uzdevums.
Ar ko ir vienâdi fizikâlâ lieluma X nediagonâlie matricas elementi X-reprezentâcijâ?

2 Katra lineârâ telpa ar skalâro rezinâjumu un caur to definçto normu ir Hilberta telpa arî matemâtiskajâ nozîmç, ja dimensiju skaits ir
galîgs. Piesardzîba ir vajadzîga strâdâjot telpâs ar bezgalîgu dimensiju skaitu, kas var saturçt lielumus ar nepârtraukto spektru. Ðos
jautâjumus atstâsim padziïinâto kvantu mehânikas kursu kompetencç.
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Lîdzîgi tam, ka ket-vektoriem |ψ〉 ievieð atbilstoðos bra-vektorus 〈ψ| = |ψ〉† , katram lineâram operatoram Y piekârto
saistîto opertoru Y †. Saistîto operatoru visvienkârðâk ir definçt caur tâ matricas elementiem:

〈xi|Ŷ †|xj〉 ≡
(〈xj |Ŷ |xi〉

)† visiem i, j (6)

Ievçrojiet, ka
(
X̂Ŷ

)†
= Ŷ †X̂† (7)

Operatoru sauc par paðsaistîto (angl. self-adjoint), ja Ŷ = Ŷ †. Paðsaistîto operatoru nediagonâlie matricas elementi
ir kompleksi saistîto skaitïu pâri, Yij = Y ∗

ji, bet diagonâlie matricas elementi Yii ir reâli.
Vispârîgâ gadîjumâ, lineârâ opertora Ŷ îpaðvektorus |yi〉 un îpaðvçrtîbas yi definç sekojoðâ sakarîba

Ŷ |yi〉 = yi|yi〉 (8)

Operatora îpaðvektori ir tâdas bâzes vektoru linerâs kombinâcijas, kuru virziens Hilberta telpâ paliek nemainîgs pçc
operatora iedarbîbas. Paðsaistîto operatoru îpaðâ loma ir saistîta ar sekojoðo teorçmu: patvaïîgajam paðsaistîtajam
lineârajam opertoram visas îpaðvçrtîbas ir reâlie skaitïi, bet îpaðvektorus var izvçlçties tâdâ veidâ, ka tie veido Hilberta
telpas ortonormçto bâzi3.

Ievçrojiet, ka definîcija (8) nav pretrunâ ar mûsu sâkotnçji ieviesto X îpaðvektoru jçdzienu |xi〉, jo lielumam X var
piekârtot operatoru ar diagonâliem matricas elementiem:

X̂ =
∑

i

xi|xi〉〈xi| (9)

Vispârîgâ gadîjumâ, pat ja stâvoklis |Ψ〉 nav X̂ îpaðstâvoklis, runâ par operatora X̂ vidçjo vçrtîbu 〈X̂〉Ψ stâvoklî |Ψ〉:

〈X̂〉Ψ ≡ 〈Ψ|X̂|Ψ〉 (10)

(Ja no konteksta ir saprotams, par kuru stâvokli ir runa, stâvoklî indeksu parasti neraksta, 〈X̂〉). Izmantojot vie-
nâdojumu (9) un Borna mçrîjumu postulâtu var viegli redzçt, ka 〈X̂〉 tieðâm atbilst vidçjâs vçrtîbas nosaukumam
matemâtiskâs statistiskas nozîmç:

〈X̂〉 = 〈Ψ|
(∑

i

xi|xi〉〈xi|
)
|Ψ〉 =

∑

i

〈Ψ|xi〉〈xi|Ψ〉xi =
∑

i

|〈xi|Ψ〉|2 xi =
∑

i

|ci|2 xi (11)

Atgrieþoties pie fizikas, atzîmçsim, ka arî vispârîgajâ gadîjumâ matemâtiskâ operatora Ŷ piekârtoðana fizikâlajam
lielumam Y notiek saskaòâ ar Borna mçrîjumu postulâtu: lieluma Y mçrîðana sistçmas stâvoklî |yi〉 vienmçr dod
rezultâtu yi. Nepiecieðamîbas pçc kvantu mehânikas parâdâs tad, kad sistçmâ eksistç vismaz divi fizikâlie lielumi X
un Y , tâdi, ka lielumam Y ir îpaðstâvokïi |yn〉, kuri nav vienlaicîgi arî X îpaðstâvokïi. Tas nozîmç, ka ðâds stâvoklis
|yn〉 =

∑
i|xi〉〈xi|yn〉 ir vairâku X îpaðstâvokïu lineârâ kombinâcija. Lîdz ar to mçrot lielumu X stâvoklî |yn〉 nevarçs

iegût noteiktu rezultâtu | katru reizi tâ bûs viens no îpaðvçrtîbâm xi, ar bieþumu, ka ir proporcionâls varbûtîbai
|〈xi|yn〉|2. Aprakstîtâ situâcija atbilst Heizenberga nenoteiktîbas principam | vienâ un tai paðâ fizikâlâ sistçmâ var
atrast lielumus, kas nav vienlaicîgi izmçrâmi (kuriem neeksistç kopçjâ îpaðvektoru sistçma).

Ja diviem lielumiem A un B tomçr eksistç kopçjo îpaðvektoru sistçma, tad ir viegli redzçt, ka operators ÂB̂ − B̂Â
dod nulli iedarbojoties uz jebkuru kopçjo A un B îpaðvektoru. To var simboliski pierakstît sekojoðâ formâ

ÂB̂ − B̂Â ≡
[
Â, B̂

]
= 0 (12)

Operatoru
[
Â, B̂

]
vispârîgâ gadîjumâ sauc par Â un B̂ komutatoru. Ja izpildâs vienâdojums (12), tad saka, ka A

un B ir komutç savâ starpâ. Ir spçkâ arî pretçjâ teorçma | ja A un B komutç, tad tiem vienmçr var konstruçt
kopçjo îpaðvektoru sistçmu. Saka arî, ka komutçjoðos operatorus var vienlaicîgi diagonalizçt, jo katrs operators ir

3 Ðîs teorçmas pierâdîjumu var atrast gandrîz jebkurâ lineârâs algebras kursâ. Matemâtiski noskanotiem lasîtâjiem var bût interesanti to
pierâdît paðiem.
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diagonâls savu îpaðvektoru bâzç, skat. vienâdojumu (9). Komutçjoðie operatori savâs algebriskajâs îpaðibâs ir lîdzîgi
parastajiem (viendimensionâlajiem) skaitïiem, jo abu abas struktûras ir komutatîvas (x · y = y · x). Var runâr arî
par paðsaistîo operatoru analoìiju ar reâlajiem skaitïiem (pretstatâ kompleksajiem), jo abos gadîjumo ispildâs îpaðîba
x† = x.

Nekomutçjoðo fizikâlo lielumu eksistence tâdçjâdi ir tieði tâ îpaðîba, kas atðíir kvantu mehâniku no klasiskâs. Var
teikt, ka nepiecieðamîba pçc operatoriem (matricâm) parâdâs tâdçï, ka fizikâlajiem lielumiem piemît sareþìîtâka
algebriskâ struktûra nekâ reâlo skaitïu kopai.

1.1.3.. Heizenberga nenoteiktîbas sakarîbas kvantitatîvais formulçjums∗

Kvantu nenoteiktîbas atziòa par to, ka diviem nekomutçjoðiem opratoriem nevar piemeklçt kopçjo îpaðvçktoru
sistçmu, tâ lai jebkurâ îpaðstâvoklî abu lielumu vçrtîbas bûtu noteiktas, var formulçt kvantitatîvi.

Ieviesîsim patvaïîgâ fizikâlâ lieluma A kvantitatîvo nenoteiktîbas mçru ∆A kâdâ brîvi izraudzîtajâ stâvoklî |ψ〉:

∆A ≡
√〈(

Â− 〈Â〉
)2

〉
=

√
〈Â2〉 − 〈Â〉2 ≥ 0 (13)

Ja sitçmmâ atrodas opratora Â îpaðstâvoklî |a〉 ar îpaðvçrtîbu a, tad ∆A = 0 (pierâdiet!). Vispârigajâ gadîjumâ, kad
stâvoklî ||psi〉 pçc kura notiek vidçjoðana (10) ieiet Â îpaðvektori ar daþâdâm îpaðvçrtîbam, ∆A bûs lielâks par nulli
un pçc definîcijas (13) raksturos lieluma A dispersiju varbûtîbu teorijas nozîmç.

Saskaòâ ar definîciju (13) nenoteiktîba ir pozitîvi definçts lielums. Vai var uzrâdît apakðçjo robeþu patvaïîgu fizikâlo
lielumu A un B nenoteiktîbu reizinâjuma ∆A ·∆B patvaïîgajâ kvantu stâvokïî? Atbilde uz ðo jautâjumu ir pozitîva,
un to sniedz kvantitatîvâ Heizenberga nenoteiktîbas sakarîba:

∆A ·∆B ≥ 1
2

∣∣〈[Â, B̂]〉
∣∣ (14)

Priekð matemâtiski noskaòotiem klausîtâjiem ieskicçsim ðîs sakarîbas pierâdîjumu. Ievieðot apzîmçjumu ket-vektora
normai, ‖|Ψ〉‖ ≡

√
〈Ψ|Ψ〉 varam pierakstît dispersiju kâ ∆A =

∥∥∥
(
Â− 〈Â〉)|Ψ〉

∥∥∥. Caur skâlâro reizinâjumu definçtajai
normai vienmçr izpildâs Koðî-Ðvarca nevienâdîba,

‖~x‖ · ‖~y‖ ≥ ∣∣~x · ~y ∣∣ (15)

To ir viegli caur normas definîciju. Ievietojot Koðî-Ðvarca nevienâdîbâ (15) vektorus ~x 7→ (
Â − 〈Â〉)|Ψ〉 un ~y 7→(

B̂ − 〈B̂〉)|Ψ〉, iegûstam

∆A ·∆B ≥
∣∣∣〈Ψ|

(
Â− 〈Â〉) · (B̂ − 〈B̂〉)||Ψ〉〉

∣∣∣ =
∣∣∣〈ÂB̂〉 − 〈Â〉〈B̂〉

∣∣∣ (16)

Ir atlicis pçdçjais solis, lai izteiktu nenoteiktîbu reizinâjuma novçrtçjumu ar komutatora vidçjâs vçrtîbas palîdzîbu.
Ievçrojot, ka 〈ÂB̂〉† = 〈B̂Â〉 un ka 〈Â〉〈B̂〉 ir reâls skaitlis, iegûstam pierâdâmo nenoteiktîbu sakarîbu:

∆A ·∆B ≥
∣∣∣〈ÂB̂〉 − 〈Â〉〈B̂〉

∣∣∣ =

√(
0.5〈ÂB̂〉+ 0.5〈B̂Â〉 − 〈Â〉〈B̂〉

)2

+ 0.25
(
〈ÂB̂〉 − 〈B̂Â〉

)2

≥ 1
2

∣∣〈ÂB̂ − B̂Â〉∣∣ (17)

Pa ceïam uz (17) iegûtais starprezultâts (16) arî uzskatâmi demonstrç vienu raksturîgu kvantu vidçjâs vçrtîbas îpaðîbu
(nekomutçjoðajiem operatoriem):

〈ÂB̂〉 6= 〈Â〉〈B̂〉 (18)

Ir atkal redzams, ka kvantu mehânikâ fizikâlos lielumus nevar raksturot ar vienu skaitli (ðajâ piemçrâ | vidçjo vçrtîbu
izraudzîtajâ stâvoklî).
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1.1.4.. Dinamika

Lîdz ðim mçs esam apskatîjuði kvantu kinemâtiku, jo mûs interesçja stâvokïa apraksts. Kvantu dinamikas vispârçji
principi ir vienkârði. Laiks kvantu mehânikâ, tâpat kâ klasiskajâ mehânikâ, ieiet kâ viendimensionâls parametrs (tas
nav operators ar savu îpaðstâvokïu sistçmu). Katrâ laika momentâ t noslçgtâs sistçmas stâvokli raksturo noteikts
stâvokïa vektors |Ψ(t)〉, kas mainâs laikâ nepârtraukti. Ðo atziòu var pierakstît formâli, ievieðot laika evolûcijas
operatoru Û(t), kas paòem sistçmu no sâkotnçjâ stâvokïa |Ψ(t = 0)〉 un pârceï to stâvoklî laika momentâ t:

|Ψ(t)〉 = Û(t)|Ψ(t = 0)〉 (19)

Lai jebkuram sâkuma stâvoklim saglabâtos norma, 〈Ψ|Ψ〉 = 1, laika evolûcijas operatoram jâbût unitâram:

Û† = Û−1 (20)

Uzdevums.
Pierâdiet, ka unitârie operatori saglabâ vektoru normu.

Laika evolûcijas vienâdojumu diferenciâlâ formâ (slaveno Ðrçdingera vienâdojumu) var izrisinât no laika vienmçrîbas
principa. Proti, sistçmâm, kuras ir invariantas pret laika translâciju, jâizpildâs sakarîbai:

Û(t2) Û(t1) = Û(t1 + t2) (21)

\Invariance pret laika translâciju" nozîmç, ka neviens laika moments nav îpaðs attiecîbâ pret sistçma vçsturi. Ðis
pieòçmums nav spçkâ, ja apskatâm sistçmu no laika atkarîgajâ ârçjâ laukâ.

Vienâdojumu (20) un (21) vispârîgais atrisinâjums ir

Û(t) = e−iĤt/~ (22)

kur Ĥ ir patvaïîgs paðsaistîts (Ĥ† = Ĥ) operators. Atrisinâjumu palîdz saprast viendimensionâlâs Hilberta telpas
piemçrs, kurâ paðsaistîtie operatori atbilst reâlajiem skaitïiem, bet unitârie operatori | kompleksajiem skaitïiem ar
moduli viens.

Operators Ĥ is svarîgs fizikâls lielums. Svîtroto Planka konstanti ~ ≡ h/(2π) mçs esam iekïâvuði vienâdojumâ (22)
lai Ĥ bûtu enerìijas dimensija. Lielums H ir enerìija saskaòâ ar vispârîgajiem mehânikas principiem (laika translâciju
ìenerators). Atbilstoðajam operatoram Ĥ | sistçmas Hamiltoniânam | ir îpaði svarîga loma, jo tas pilnîbâ kontrolç
sistçmas attîstîbu laikâ (dinamiku).

Ðrçdingera vienâdojumu iegûst, diferencçjot stâvokïa vektoru (19) attiecîbâ pret laiku un ievçrojot formâlo atrisi-
nâjumu (22):

∂

∂t
|Ψ(t)〉 = −i~−1 Ĥ e−iĤt/~|Ψ(t = 0)〉︸ ︷︷ ︸

|Ψ(t)〉

(23)

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉 (24)

Ja vienâdojumu (24) pieraksta patvaïîgâ bâzç, tad iegûst pirmâs kârtas saistîto diferenciâlvienâdojumu sistçmu ar
konstantiem koeficientiem (Hamiltoniâna matricas elementiem hij). Uzdevumu par ðo vienâdojumu \atsaistîðanu"
var nodalît no evolûcijas laikâ noteikðanas, ja pâriet uz tâdu bâzi |ψn〉, ko veido H îpaðstâvokïi:

Ĥ|ψn〉 = En|ψn〉 (25)

Hamiltoniâna îpaðvçrtîba tradicionâli apzîmç ar enerìijas simbolu En. Îpaðvçrtîbu uzdevumu (25) sauc par stacionâro
Ðrçdingera vienâdojumu. Izmantojot bâzi (25) (t.s. enerìijas reprezetnâciju) pilnajâ Ðrçdingera vienâdojumâ (24),
var ikreiz pierakstît tâ atrisinâjumu:

|Ψ(t)〉 =
∑

n

e−iEn/~|ψn〉〈ψn|Ψ(0)〉 (26)
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Jâatceras, ka sistçmas enerìijas îpaðvçrtîbas var definçt ar (25) palîdzîbu tikai tad, ja ir spçkâ invariance pret laika
translâciju. Vispârîgajâ (ne obligâti stacionârajâ) gadîjumâ Hamiltoniâns var bût atkarîgs no laika tieðâ veidâ (t.i., sa-
turçt t kâ parametru). Ðâdiem nestacionârajiem uzdevumiem ir jâlieto citas no laika atkarîgâ Ðrçdingera vienâdojuma
(24) risinâðanas metodes.

No vispârîgâ atrisinâjuma (26) mçs redzam galveno enerìija îpaðstâvokïu priekðrocîbu: ja sâkuma momentâ sistçma
atradâs kâdâ noteiktâ enerìijas îpaðstâvoklî Ψm(0) = |ψm〉, tad tâ paliek ðajâ stâvoklî neierobeþoti ilgi:

|Ψm(t)〉 = e−iEmt/~|ψm〉 (27)

Uzdevums.
Pierâdiet, ka pret laika translâciju invariantajâm sistçmâm enerìijas vidçjâ vçrtîba 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 paliek laikâ nemainîga
jebkuram sâkuma stâvoklim.

Atseviðíais enerìijas îpaðstâvoklis evolûcijas laikâ iegûst tikai skaitlisko reizinâtâju e−iEmt/~. Ðis t.s. fâzes reizi-
nâtâjs neietekmç neviena fizikâlâ lieluma X̂ mçrîðanas varbûtîbu |〈xi|ψm〉|2, ja sistçma atrodas enerìijas îpaðstâvoklî
|ψm〉. Tâdçï ðos îpaðstâvokïus, kurus iegûst no Ðrçdingera vienâdojuma (25) sauc par stacionârajiem stâvokïiem. Sta-
cionârie stâvokïi kvantu mehânikâ atbilst kustîbas vienâdojumu atrisinâjumiem (trajektorijâm jeb orbîtâm) klasiskajâ
mehânikâ.

1.1.5.. Piemçrs | divu lîmeòu sistçma

Mçs bijâm nonâkuði pie secinâjuma, ka kvantu îpaðîbu novçroðanas nepiecieðamais nosacîjums ir nekomutatîvo
fizikâlo lielumu esamîba. Minimâlâ Hilberta telpas dimensija, kurâ ir iespçjami nekomutatîvie operatori (matricas)
ir divi, jo visi viendimensionâlie operatori ir ekvivalenti (precîzâk { izomorfi) reâlo skaitïu kopai, kurâ reizinâðana ir
vienmçr komutatîva.

Ðajâ sadaïâ mçs aplûkosim vispârîgo Hamiltoniânu, kas darbojas divu stâvokïu telpâ. Telpas bâzes vektorus apzî-
mçsim ar |1〉 un |2〉, bet Hamiltoniâna matricas elementus pierakstîsim sekojoðâ formâ:

H =
(

ε1 ∆
∆ ε2

)
(28)

(Turpmâk, ja vien tas nerada divdomîbu, mçs nerakstîsim operatora zîmi, Ĥ → H.) Ðeit ε1,2 = ε0± ∆ε
2 ir îpaðstâvokïu

|1〉 un |2〉 enerìija, savukârt ∆ ir vienîgais nediagonâlais elements4.
Pirms aplûkojam sekas no vienâdojuma (28), uzskaitîsim fizikâlo sistçmu piemçru, uz kurâm var attiecinât ðo

Hamiltoniânu:
1. Divatomu jons H+

2 . Vienâdojumu (28) var lietot tuvinâtajam íîmiskâs saites aprakstam (minimâlais
LCAO=linear combinations of atomic orbitals metodçs variants).
Aplûkosim divus protonus, kas atrodas fiksçtâ attâlumâ R viens no otra, un vienu elektronu. Ja R ir pietiekami
liels (salîdzinâjumâ ar Bora râdiusu a0), tad mçs varam sagaidît, ka elektrons bûs atrodams vai nu pie pirmâ
atoma (stâvoklis |1〉) vai nu pie otrâ (stâvoklis |2〉). Stâvokïu enerìijas ðajâ gadîjumâ ir vienâds ar ûdeòraþa
atoma jonizâcijas enerìiju
ε0 = −13, 6eV un identiskas savâs starpâ (∆ε = 0). Pilnajâ Hilberta telpâ (kas ietver bezgalîgi daudz stâvokïu
atbilstoðos katram telpas punktam, |r〉) ðos stâvokïus raksturos 1s orbitâles ψn(r) ≡ 〈r|ψn〉 ∝ e−(|r−Rn|)/a0 . kur
Rn ir fiksçtâs ûdeòraþa kodolu pozîcijas, |R1 −R2| = R.
Amplitûda ∆ ir pilna elektrona Hamiltoniâla matricas elements, kuru raksturo integrâlis ∆ =∫

ψ∗1(r)H(r,∇r)ψ2(r)d3r.
2. Divu kvantu punktu sistçma. Diviem potenciâliem, kas spçj satvert elektronu vai nu stâvoklî |1〉, vai nu

stâvoklî |2〉 nav obligâti jânâk no dabîgâ atoma. Tos var veidot mâkslîgi, izmantojot piemçrotu nanostruktûru,
kâ parâdîts zîmçjumâ 1.. Ðâdu mâkslîgu struktûru sauc par kvantu dubultpunktu, un vienâdojums (28) apraksta
ðo dubultpunktu kovalentâs saites reþîmâ.

4 ∆ vienmçr var izvçlçties reâlu, atbilstoði izvçloties stâvokïa |1〉 fâzi, jo no |1〉 → eiϕ|1〉 seko h12 ≡ 〈1|H|2〉 → e−iϕh12.
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1. att.: Nanoelektroniskâ shçma, kurâ ar elektrostatisko potenciâlu palîdzîbu ir iespçjams izveidot divus mâkslîgos
atomus (kvantu punktus), kas ir iezîmçti ar sarkanajiem apïiem. Katra kvantu punkta orbitâïu enerìijas ε1 un ε2, kâ

arî pârklâðanâs amplitûdu ∆ var regulçt, mainot spriegumu uz atbilstoðâ kontakta. c©2004 Ludwig Maximilians
Universit�at M�unchen, http://www.nano.physik.uni-muenchen.de/research/rep04/index.html

3. Spins 1/2. Pat ja elektrona telpiskais stâvoklis ir pilnîbâ fiksçts (piemçram, 1s stâvoklis ûdeòraþa atomâ),
joprojâm paliek iespçja mainît tâ stâvokli attiecîbâ pret iekðçjo grieðanos. Elektrona rotâcijai ir iespçjami divi
stâvokïi, kas atbilst leòíiskâ momenta projekcijai gar izraudzîto (z) asi. Ðâda fiksçtâ spin momenta gadîjumâ
enerìiju starpîba ∆ε atbilst Zçmana enerìijai (1/2)gµBHz, kuru rada magnçtiskâ lauka komponente z virzienâ,
savukârt nediagonâlais loceklis apraksta to paðu Zçmana mijiedarbîbu x ass virzienâ, 2∆ = (1/2)gµBHx.

4. Kubits. Neatkarîgi no stâvokïu |1〉 un |2〉 fizikâlâs jçgas, tos var interpretçs kâ vien bita vçrtîbas 0 un 1. Kvantu
skaitïoðana atbilst vispârîgâ stâvokïa vektora |ψ〉 = c1|0〉+ c1|1〉 attîstîbai laikâ, kuru nosaka Hamiltoniâns (28)
(iespçjams, ar tieðo ∆ε atkarîbu no laika). Tâdçï no informâcijas teorijas viedokïa divlîmeòu sistçmu sauc par
kvantu bitu, jeb kubitu.

Vispirms atradîsim îpaðvçrtîbas:

Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉 & 〈ψ|ψ〉 6= 0 =⇒
∣∣∣∣
ε1 − E ∆

∆ ε2 − E

∣∣∣∣ = 0 (29)

(ε1 − E)(ε2 − E)−∆2 = 0 (30)
E1,2 = ε0 ±

√
∆2 + (∆ε)2/4 (31)

Hamiltoniâns (28) ir reâla simetriska matrica, tâs îpaðfunkcijas (îpaðvektorus) vienmçr var izvçlçties ar reâlajiem
koeficientiem. Tâ kâ vçlamies normçtu îpaðvektoru, pierakstîsim to formâ:

|ψ〉 = cos θ|1〉+ sin θ|2〉 (32)

(〈ψ|ψ〉 = 1 seko no trigonometriskâs identitâtes cos2 θ + sin2 θ = 1) un meklçsim nezinâmo sajaukðanâs leòíi
(angl. mixing angle) θ. Ievçrojiet, ka θ vçrtîba 0◦ atbilst tîrajam stâvoklim |1〉, bet θ = ±90◦ | stâvoklim |2〉.

(
ε1 − En ∆

∆ ε2 − En

)(
cos θ
sin θ

)
=

(
0
0

)
(33)

tan θ1,2 =
E1,2 − ε1

∆
= −∆ε

2∆
± E1 − E2

2∆
(34)

Mums pietika izmantot tikai pirmo vienâdojumu no divu vienâdojumu sistçmas, jo vienâdojumiem (33) ir jâbût lineâri
atkarîgiem, ja vien En ir precîzas îpaðvçrtîbas.
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2. att.: Divu lîmeòu sistçmas enerìijas îpaðvçrtîbas E1 (sarkans) un E2 (zils) kâ lîmeòu enerìiju starpîbas
∆ε ≡ ε1 − ε2 funkcija. Stienîðu diagrammas parâda atbilstoðâs stâvokïu |1〉 un |2〉 amplitûdas stacionârajos

stâvokïos |ψ1〉 (zils) un |ψ2〉 (sarkans). AMplitûda ∆ > 0.

Enerìijas îpaðvçrtîbas (31) un îpaðfunkcijas ir attçlotas zîmçjumâ 2.. Pievçrsîsim uzmanîbu vairâkâm iegûtâ atri-
sinâjuma îpaðîbâm:

• Ja stâvokïi |1〉 un |2〉 atrodas tâlu viens no otra enerìijas ziòâ, |ε1 − ε2| À ∆, tad to sajaukðanâs ir maza
(θ1 ≈ 0, θ2 ≈ ±90◦). Stâvokïi bûtiski nemaina savu raksturu, un tâdçï mijiedarbîba ∆ var tikt uzskatîta par
mazu perturbâcijas teorijas nozîmç5

• Ja stâvokïi |1〉 un |2〉 ir deìenerçti, tas ir, ε1 = ε1(≡ ε0), tad tie ir ïoti \jûtîgi" pret mijiedarbîbu ∆. Pilnâs
enerìijas E1,2 = ε0±∆ ir atdalîtas ar 2|∆| lielo enerìçtisko spraugu. Saka arî, ka mijiedarbîba ∆|1〉〈2|+∆|2〉〈1|
saðíeï deìenerçto lîmeni ε0. Ðim gadîjumam atbilstoðâs îpaðfunkcijas atbilst sajaukðanâs leòíim θ = ±45◦ un
ir stâvokïu |1〉 un |2〉 simetriskâ un anti-simetriskâ kombinâcija:

|ψ1,2〉 =
1√
2

(|1〉 ± |2〉) (35)

[Atzîmçsim iekavâs, ka no grupu teorijas viedokïa Hamiltoniânam (28) ar ∆ε = 0 piemît permutâcijas grupas S2

simetrija, tâdçï tâ îpaðfukcijas (35) atbilst ðî grupas reprezentâcijâm ar raksturiem +1 (simetriskais stâvoklis)
un −1 (anti-simetriskais).]

• Aplûkojot îpaðenerìiju E1,2 grafiku atkarîbâ no ε1−ε2 mçs redzam, ka lîmeòu ε1 un ε1 krustoðanâs, kas notiktu
bez mijiedarbîbas, ir novçrsta, ja ∆ 6= 0. Ðî ir tipiska enerìijas lîmeòu uzvedîba atkarîbâ no kâda sistçmas
parametra, un to sauc par lîmeòu novçrsto krustoðanos (angl. avoidied corssing).

5 Tik tieðâm, izvirzot pilno atbildi (31) un (34) rindâ pçc mazâ parametra ∆ε/∆, iegûst labu tuvinâjumu jau ar pirmajiem rindas
locekïiem.
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1.2.. Elektronu kvantu mehâniskâs îpaðîbas

Fizikâlâs pasaules vienotîbas dçï mçs varam sagaidît, ka kondensçtâs vides uzvedîba ir atvasinâma no tâs elemen-
târo sastâvdaïu | atomu vai kodolu un elektronu | fundamentâlajâm kustîbas un mijiedarbîbas îpaðîbâm. Ðâda
redukcionisma programma nav iespçjama bez nopietnu vienkârðojumu un tuvinâjumu virknes. Tâdçï tâ vietâ, lai
sâktu ar pilno mikroskopisko Hamiltoniânu, mçs konstruçsim cieto vielu pakâpeniski, sâkot tikai ar daþiem aspektiem.
Pirmais solis ðajâ programmâ ir apskatît elektrona kustîbu vairâku, regulâri sakârtotu kodolu laukâ.

1.2.1.. Viendimensionâlais cieðâs saites modelis

Ðîs sadaïas ietvaros mçs uzskatîsim kodolus par fiksçtiem (bez paðu dinamikas) pievilkðanas centriem, un koncen-
trçsim uzmanîbu uz elektronu kustîbas. Pat viena kodola (protona) un viena elektrona gadîjumâ (ûdeòraþa atoms),
uzdevums | ûdeòraþa atoma teorija | nav vienkârðs. Viens no cçloòiem ir tas, ka elektrona pilnîgajam kustî-
bas apraksta ir nepiecieðama Hilberta telpa ar bezgalîgi lielu dimensiju skaitu. Elektrons var tikt lokalizçts jebkurâ
telpas punktâ r un tâ iespçjamo kustîbas stâvokli |ψ〉 pilnîbâ apraksta bezgalîgâ amplitûdu kopa | viïòu funkcija
ψ(r) ≡ 〈r|ψ〉. Mçs maksimâli vienkârðosim atoma aprakstu, paòemot no visas stâvokïu telpas, kas raksturo elektrona
kustîbu atoma apkârtnç (precîzâk | kristâla elementârajâ ðûnâ) tikai vienu stâvokli, |x0〉, kurð tuvinâti atbilst izvçlçtâ
atoma stacionârajam stâvoklim ar viszemâko enerìiju. Atomfizikâ telpiski lokalizçtus stâvokïus sauc par orbitâlçm,
tâdçï izraudzîto tuvinâjumu var saukt arî par vienorbitâles tuvinâjumu. Mçs redzçjâm no iepriekðçjâs sadaïas piemçra
ar divlîmeòu sistçmu, ka stâvokïi ar krasi atðíirîgâm enerìijâm ievieð tikai nelielas korekcijas savstarpçjâ kustîbâ un
tos var tuvinâti apskatît kâ neatkarîgus. Pçc savas bûtîbas tas universâls paòçmiens teorçtiskajâ fizikâ | visi mûsu
Hamiltoniâni un atbilstoðâs Hilberta telpas ir tuvinâjumi, kas strâdâ tikai noteiktâ enerìiju diapazonâ.

Ðâdâ vienorbitâles tuvinâjumâ var apskatît divus fiksçtajâ attâlumâ a esoðus atomus. Elektrona kustîbu ðâdâ
divatomu jonâ aprakstîs jau apskatîtais divlîmeòu Hamiltoniâns (28). Tunelçðanas amplitûda ∆ raksturo iespçju pie
pirmâ atoma lokalizçto elektronu atrast blakus otrajam atomam. Òemot par pamatu ûdeòraþa atoma 1s orbitâles
var parâdît, ka ∆ < 0 (ja kodoli neatrodas pârâk tuvu viens otram). Tâ kâ atomi ir identiski, ∆ε0 = 0, un divlîmeòu
Hamiltoniânu (28) mûsu gadîjumam var pierakstît sekojoði:

H = −J (|x0〉〈x1|+ |x1〉〈x0|) (36)
Lçcienu amplitûdu mçs apzîmçsim ar −J , un uzskatîsim J par parametru ar enerìijas dimensiju, kas ir vispârîgâ
gadîjumâ ir atkarîgs no starpatomu attâluma a = x1 − x0. Izolçtâs orbitâles enerìiju izvçlçsimies par enerìijas
atskaites lîmeòi, tâ, lai vienâdojumâ (36) varçtu nerakstît diagonâlos locekïus.

No iepriekðçjâs sadaïas mçs zinâm, ka ðîs sistçmas stacionârie stâvokïi atrodas attâlumâ 2J viens no otra. Zem-
âkajam stâvoklim atbilsts negatîva enerìija (−J) un simetriskâ viïòu funkcija. Ðis enerìijas ieguvums rodas tâdçï,
ka elektrona delokalizâcijas starp abâm orbitâlçm ïauj pazeminât tâ kinçtisko enerìiju (Heizenberga nenoteiktîbas
principa sekas). Ja ðîs enerìijas ieguvums atsver kodolu atgrûðanâs enerìiju, divi kodoli un viens elektrons var veidot
stabilu molekulâru jonu (ûdeòraþa gadîjumâ | H+

2 ). Enerìija ieguvums uz samazinâtâs kinçtiskâs enerìijas rçíina
ir kovalentâs íîmiskâs saites veidoðanas pamatâ. (Kovalentâs saites teorija neitrâlo atomu gadîjumâ òem vçrâ vai-
râk nekâ vienu elektronu, kâ arî elektronu spinu, bet pçc bûtîbas ir lîdzîgas apskatîtajam ûdeòraþa molekulas jona
piemçram).

Pâriesim no divatomu molekulas uz N atomu íçdi, ka izvietoti vienâdos attâlumos viens no otra, xn = an ar
n = 0, 1, . . . N − 1. Cieðâs saites (angl. tight-binding) modelis ievçro pârlçcienus tikai starp vistuvâkajiem kaimiòiem:

H =
N−1∑
n=0

−J (|xn〉〈xn+1|+ |xn+1〉〈xn|) (37)

Ðajâ summâ parâdâs arî loceklis |xN 〉, kura jçgu tûlît definçsim. Mçs apskatâm lielu (N À 1), bet galîgu íçdi.
Lai vienâdojums (37) bûtu precîzi definçts, mums ir jâfiksç robeþnosacîjumi. Ja mçs pielîdzinâtu lielumu |xN+1〉
nulles vektoram, tas vistuvâk atbilstu fizikâlajai situâcijai, kad uz pçdçjo mezglu (n = N − 1) var nokïût tikai no
iepriekðpçdçjâ (n = N − 2). Ðâda izvçle ir iespçjama, bet nav îpaði parocîga matemâtiskajâ ziòâ. Mçs izvçlçsies bieþi
lietojamos Borna-Karmana jeb periodiskos robeþnosacîjumus:

|xN 〉 ≡ |x0〉 (38)

Ðî izvçle atbilst gredzena topoloìijai. Borna-Karmana nosacîjumu priekðrocîba ir tâ, ka neviens no íçdes mezgliem
nespçlç îpaðo lomu. Ïoti vispârîgi var apgalvot, ka sistçmâ ar periodiskajiem robeþnosacîjumiem ir novçrojami galîgâ
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izmçra efekti (kas pazûd robeþâ N → ∞), bet tâ ir brîva no virsmas (mûsu viendimensionâlajâ gadîjumâ | galu)
efektiem.

Apskatîsim stâvokïus ar sekojoðu struktûru (simetrijas principus, kas nosaka ðâdu izvçli apskatîsim nâkamajâ sada-
ïâ):

|ψk〉 = A
∑

n

eikxn |xn〉 , xn = an (39)

Stâvokli |ψk〉 visi lokalizçto stâvokïi ieiet ar vienu un to paðu svaru |A|2, bet lîdz ar attâlumu lineâri pieaugoðo fâzi
eikxn . Normçðanas konstanti A atrast ir viegli ir:

1 = 〈ψk|ψk〉 = |A|2
∑

n,n′
e−ikxn′ eikxn 〈xn′ |xn〉︸ ︷︷ ︸

δn,n′

= |A|2
∑

n

eik(xn−xn)︸ ︷︷ ︸
1

= |A|2N (40)

Tâdçjâdi, varam izvçlçties A = N1/2.

H|ψk〉 =
∑

n,n′
−J (|xn〉〈xn+1|+ |xn+1〉〈xn|)Aeikan′ |xn′〉 = −AJ

∑
n

(
eikxn+1 |xn〉+ eikxn |xn+1〉

)
(41)

Ðeit mçs izmantosim to, ka attâlumi starp mezgliem xn = na ir identiski: xn+1 = xn + a:

H|ψk〉 = −AJ
∑

n

(
eikaeikxn |xn〉+ e−ikaeikxn+1 |xn+1〉

)
(42)

= −Jeika

(
A

∑
n

eikxn |xn〉
)

+−Je−ika

(
A

∑
n

eikxn |xn〉
)

(43)

= −J(eika + e−ika)|ψk〉 = −2J cos ka|ψk〉 (44)

Mçs redzam, ka |ψk〉 ir Hamiltoniâna îpaðstâvoklis ar îpaðvçrtîbu

E(k) = −2J cos ka (45)

Ðobrîd mçs esam pierâdîjuði, lai kâda arî nebûtu k vçrtîba, stâvoklis (39) ir sistçmas stacionârais stâvoklis. Lai pilnîbâ
noteiktu sistçmas uzvedîbu, mums ir izvçlas tâds k vçrtîbas, lai atbilstoðie îpaðstâvokïi |ψk〉 veidotu pilnu ortonormçtu
stâvokïu sistçmu. Normçðanu jau nodroðina izvçle A = 1/

√
N . Lai nodroðinâtu ortogonalitâti starp stâvokïiem |psik〉

un |psik′〉 ar k 6 k′, mums ir veic izvedums, kas lîdzîgs normalizçðanas konstantes noteiktðanai (40):

〈ψk′ |ψk〉 = |A|2
∑

n,n′
e−ik′xn′ eikxn 〈xn′ |xn〉︸ ︷︷ ︸

δn,n′

= N−1
∑

n

ei(k−k′)na = N−1 eiNa(k−k′) − 1
eia(k−k′) − 1

(46)

Lîdzîgas izteiksmes ir sastopamas arî citâs fizikâlajâs situâcijâs, kur notiek viïòu difrakcija uz periodiskâ reþìa. Izana-
lizçsim iegûto izteiksmi. Vispirms ievçrosim, ka Na ≡ L atbilst visas íçdes garumam. Îpaðas situâcijas ir sagaidâmas,
kad vai nu saucçjs, vai nu skaitîtâjs ir vienâdi ar nulli. Apskatîsim vispirms saucçju. Ja k′−k vienâds ar veselu vesels
lieluma K = 2π/a skaitu, tad 〈ψk′ |ψk〉 = N/N = 1 kur m = 0,±1,±2 . . .. Vçl jo vairâk, ievietojot k → k + mK (kur
m = ±1,±2 . . .) vienâdojumâ (39), redzam, ka

|ψk+mK〉 = A
∑

n

eikxn+imKna|xn〉 = A
∑

n

eikxn e+i2πmn︸ ︷︷ ︸
1

|xn〉 = |ψk〉 (47)

Tâdçï k-skaitïi, kas atðíiras par veselu K = 2π/a skaitu apraksta identiskus stâvokïus. Tas nozîmç, kas uz k-ass pietiek
apskatît patvaïîgu intervâlu ar garumu K. Parasti to izvçlas ar centru punktâ k = 0, respektîvi k ∈ (−K/2,K/2]. Ðî
ir tâ saucamâ pirmâ Briluçna zona mûsu viendimensionâlajam kristâlam. Briluçna zona izmçrs ∝ 1/a nav atkarîgs
no atomu skaita, bet ir apgriezti proporcionâls starp-mezglu attâlumam. [Formâlajâ robeþâ a → 0, kad savs kvantu
stâvoklis tiek piekârtots katram telpas punktam, k mainâs no −∞ lîdz +∞. Ðajâ brîvâs telpas robeþâ pâreja no
stâvokïiem |xn〉 uz |ψk〉 atbilst parastajai Furjç transformâcijai.]
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3. att. Stacionârie stâvokïi cieðâs saites modelî ar N = 2 un N À 1 atomiem viendimensionâlajâ íçdç.

-Π Π 3Π
ka

EHkL

4. att.: Stâvokïu enerìija atakrîbâ no k-skaitïa viendimensionâlajâ cieðâs saites modelî. Ar raustîtu lîniju ir iezîmçts
elektrona efektîvâs masas tuvinâjums (49).

Stâvokïu ortogonalitâti nodroðina skaitîtâjs ei(k−k′)L − 1 vienâdojumâ (46). Izvçloties k ar soli

∆k =
2π

L
(48)

varam nodroðinât stâvokïu ar atðíirîgajiem k ortogonalitâti. Tâ kâ intervâlâ ar garumu K = 2π/a var izvçlçties
tieði N stâvokïus ar soli ∆k = 2π/N , esam ieguvuði pilnu ortonormçtu vektoru sistçmu |psik〉 ar k = −K/2 +
∆k,−K/2 + 2∆k, . . . , +K/2, kur katrs vektors ir Hamiltoniâna (37) îpaðvektors ar îpaðvçrtîbu (45). Ðî situâcija ir
attçlota zîmçjumos un 4. 3..

Mçs redzam, ka periodiskâ sistçmâ vienelektrona stâvokïi aizpilda kvazinepârtrauktu intervâlu | elektronisko stâ-
vokïu zonu.

E(k) = −2J cos ka = −2J︸︷︷︸
\vakuuma enerìija"

+ 2Ja2︸ ︷︷ ︸
~2/(2m∗)

k2 + . . . (49)

1.3.. Elektronu kustîba kristâliskajâ laukâ

1.3.1.. Translâcijas simetrija, Bloha teorçma

Iepriekðçjâ sadaïâ apskatîtais cieðâs saites modelis nodemonstrçja vairâkas elektronu kustîbas îpatnîbas, ja tâ notiek
periodiski sakârtotajâ struktûrâ (viendimensionâla vienâdu atomu íçde). Vispârîgajâ gadîjumâ, veidojot teorçtisko
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aprakstu sistçmâm ar lielu (makroskopisku) daïiòu skaitu mçs sastapâmies ar neizbçgamu grûtîbu | kâ ar saprâtîgu
nelielu lielumu, sakarîbu un vienâdojumu skaitu aprakstît tik daudzas fizikâlo brîvîbas pakâpju? Bûtisku progresu
ðajâ jomâ var panâkt tad, kad sistçmai piemît augstas pakâpes simetrija. Kristâlisko vielu gadîjumâ tâ ir translâcijas
simetrija reâlajâ telpâ: atomu sakârtojumu kristâliskajâ reþìâ iegûst, periodiski atkârtojot elementâro ðûnu. Jâat-
zîmç, ka arî nekristâlisko vielu aprakstâ simetrijas pieòçmumi ir nepiecieðami | tie tiek lietoti statistiskajâ nozîmç,
piemçram, uzskatot viena tipa atomu apkârtnes par statistiski ekvivalentâm.

Translâcijas simetrijai, kas piemît kristâliskâm vielâm, îpaðu lomu nosaka tas, ka tâ ïauj kâda teorçtiskâ uzdevuma
atrisinâjumu vienam atomam \pavairot" uz visu kristâlu. Mçs aplûkosim ðîs simetrijas vispârîgâs sekas no grupu
teorija viedokïa.

Simetrijas operâcija ir darbîba (piemçram, operatora pielietoðana vai fizikâla manipulâcija), kuru piemçrojot sis-
tçmai, tâ paliek nemainîga. Pçc ðîs definîcijas, divas pçc kârtas izpildîtas simetrijas operâcijas arî veido simetrijas
operâciju. Tâpat arî katrai simetrijas operâcijai bûs iespçjams piemeklçt pretçjo (piemçram, katram pagriezienam
pulksteòa râdîtâja virzienâ atbilst pagrieziens pretçjâ virzienâ). Vienmçr ir iespçjama arî identiskâ simetrijas ope-
râcijas, kas neko neizdara ar sistçmu (arî ðî \darbîba" pçc definîcijas ir simetrijas operâcija). Uzskaitîtâs ðíietami
triviâlâs îpaðîbas ir pietiekamas, lai simetrijas operâcijas veidotu matemâtisko struktûru, ko sauc par grupu. Mate-
mâtiskâ grupu teorija veido spçcîgo aparâtu, kas ïauj vienkârðot fizikâlos uzdevumus tik tâlu, cik to pieïauj simetrija
(atseviðíajos gadîjumos | pat pilnîbâ atrisinât). Mçìinâsim uz translâcijas simetrijas piemçra izsekot tam, kâ ðî
vienkârðoðana tiek îstenota.

Kvantu mehânikâ simetrijas operâcijâm atbilst operatori lineârie T̂, kas iedarbojas uz stâvokïu vektoriem. Tâ kâ
stâvokïa vektoram ir jâpaliek normçtam, simetrijas operatori ir unitâri, T̂−1 = T̂†. Paralçlo pârnesi reâlajâ telpâ par
vektoru R raksturo ar translâcijas operatoru T̂(R):

(50)
〈r|T̂(R)|ψ〉 ≡ 〈r + R|ψ〉 (51)
T̂(R)ψ(r) = ψ(r + R) (52)

(Ðeit ψ(R) ≡ 〈R|ψ〉 ir t.s. viïòu funkcija koordinâðu reprezentâcijâ. Tâ ir telpisko koordinâðu operatora îpaðstâvokïa
|R〉 amplitûda dotajâ stâvoklî |ψ〉.) Operatoru T̂(R) grupas îpaðîbu izsaka sakarîbas:

T̂(R2) · T̂(R1) = T̂(R1 + R2) (53)

Aplûkotajâ piemçrâ ar 1D cieðas saites modeli (37) daþâdiem atomiem piekârtotie bâzes vektori |xn〉 ir saistîti ar
tâdâm translâcijâm T̂(R), kur R = n1a1 un n1 ir vesels skaitlis:

T̂(na1)|xm〉 = |xm−n〉 (54)

Vispârîgajâ gadîjumâ, diskrçto translâcijas simetriju trîsdimensionâlajâ telpâ raksturo translâcijas vektori

R = n1a1 + n3a2 + n3a3 (55)

kas ir trîs fiksçto telpisko vektoru ai lineârâs kombinâcijas ar veselajiem koeficientiem ni. Vektoru trijnieks {a1,a2,a3}
ir elementârâs ðûna bâze, to izvçle pilnîbâ nosaka telpiskâ reþìa translâcijas simetrijas îpaðîbas. Atkarîbâ no atomu
izvietojuma elementârajâ ðûnâ un leòíiem starp bâzes vektoriem kristâliskajai struktûrai var piemist papildus simet-
rijas îpaðîbas. Mçs paðlaik apskatâm tikai translâcijas simetrijas operâciju apakðkopu. Zemâk ar lielo burtu R mçs
apzîmçsim tika \veselus" vektorus, kas atbilst sakarîbai (55).

Apgalvojuma \fizikâlajai sistçmai ar Hamiltoniânu Ĥ piemît simetrija T̂" matemâtiskâ izpausme ir atbilstoðo ope-
râciju komutâcija:

Ĥ T̂ − T̂ Ĥ ≡ [Ĥ, T̂ ] = 0 (56)

Uzdevums.
Pierâdiet, ka cieðâs saites modeïa simetrijas opertori (54) tieðâm apmierina simetrijas nosacîjumu (56).

Galvenâ grupu teorijas lietoðanas ideja ir saistîta ar stâvokïu (Hilberta telpa vektoru) klasifikâcija pçc tâ, kâ uz
tiem darbojas simetrijas operatori. Ðo klasifikâciju veic neatkarîgi no citâm fizikâlo mijiedarbîbu îpaðîbâm (par kurâm
atbild Ĥ), bet pçc tam Ĥ îpaðvektorus meklç jau pilnâs Hilberta telpas apakðtelpâs ar mazâku dimensiju skaitu un
vienkârðâko diagonalizçjamâs matricas struktûru.
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Ja grupa ir tâda, ka jebkuram tâs operatoram T̂ (R) var piemeklçt îpaðvektorus, kas visi kopâ veido Hilberta
telpas bâzi (îpaðvektoru sistçma ir pilna), tad komutâcijas sakarîba (56) ïauj apgalvot ka Ĥ un T̂ (R) eksistç kopçjo
îpaðvektoru sistçma6. Lai pateiktu maksimâli daudz par ðo îpaðvektoru sistçmu izejot tikai no simetrijas îpaðîbâm,
mums ir jâapskata visas iespçjamâs translâcijas operatoru îpaðvçrtîbas. Augstâk teiktais nozîmç, ka Ĥ îpaðvektoriem
varbût tikai tâdas komponentes, kuras raksturo viena un tâ pati T̂ îpaðvçrtîba.

Tâda îpaðvektoru sistçmu ψk, kurâ katrs elementrs ir vienlaicîgi visu grupa operatoru T̂(R) îpakðvektors, sauc par
dotâs grupas viendimensionâlo reprezentâciju dotajâ Hilberta telpâ. Atseviðíus vektorus tâdâ reprezentâcijâ klasificç
pçc atbilstoðâm îpaðvçrtîbam. Nav grûti pârliecinâties par sekojoðo vienîgo iespçjamo îpaðvçrtîbu formu7:

T̂(R)|ψk,η〉 = eik·R|ψk,η〉 (57)

Ðeit k ir patvaïîgs konstants trîsdimensionâls vektors no t.s. apgrieztâs telpas. Pagaidâm mçs redzam tikai to, k
raksturo translâcija grupas viendimensionâlâs reprezentâcijas. Indekss η pie stâvokïa apzîmçjuma mçs esam norâdîjuði,
lai pasvîtrotu, ka var bût daudz mûsu Hilberta telpâ atðíirîgo stâvokïu vektoru |ψk,η〉, kas atbilst vienai un tai
paðai îpaðvçrtîbai. Pateicoties translâcijas simetrijai (56), stâvokïus |ψk,η〉 vienmçr varçs izvçlçties tâ, lai tie bûtu
Hamiltoninâna îpaðvektori,

Ĥ|ψk,η〉 = Eη(k)|ψk,η〉 (58)

Ar abstraktu argumentu palîdzîbu mçs esam pierâdîjuði ïoti svarîgu apgalvojumu | Bloha teorçmu. Pierakstîsim to
reâlâs telpas koordinâðu reprezentâcijâ, izmantojot (58) un (50),

〈r|T̂(R)|ψk,η〉 = eik·R〈r|ψk,η〉 (59)
ψk,η(r + R) = eik·Rψk,η(r) (60)

ψk,η(r), lai
Bloha teorçma (59) parâda, ka elektronu kustîbai starp periodiska reþìa mezgliem piemît plakano viïòu raksturs.

Viïòu funkcijas atkarîba no telpas punkta vienas elementârðûnas ietvaros varbût ïoti sareþìîta, jo to nosaka atomu
kodolu un pârçjo elektronu radîtais potenciâls. Tajâ paðâ laikâ Bloha teorçma garantç, ka pârvietojoties kristâlâ par
elementârðûnu skaitu, vienîgais, kas notiek ir elektronu viïòa amplitûdu ir fâzes pagrieðanâs par leòíi kR.

Elektronu stâvokïu klasifikâcijai kristâlâ ir svarîgi nosacîjumi, kuriem pakïaujas ar sakarîbu (57) definçtais apgrieztâs
telpas vektors k.

eikR = ei(k+K)R =⇒ K · · ·R = 2πm, m = 0,±1,±2, . . . (61)
K = m1b1 + m2b2 + m3b3 (62)

Tâdçjâdi, lai pilnîbâ raksturotu elektronu stâvokïa simetriju attiecîbâ pret diskrçtâm translâcijâm ar translâciju vek-
toru (55), pietiek ar k vektoriem ar komponentçm

k = [−0.5 . . . 0.5]b1 + [−0.5 . . . 0.5]b2 + [−0.5 . . . 0.5]b3 (63)

b1 =
2π [a2 × a3]
a1 · [a2 × a3]

, b2 =
2π [a3 × a1]
a1 · [a2 × a3]

, b3 =
2π [a1 × a2]
a1 · [a2 × a3]

(64)

Saskaòâ ar ðo nosacîjumu izvçlçties apgrieztâs telpas vektori viedo trîsdimensionâlo Briluçna zonu vispârîgajâ gadî-
jumâ.

6 Simetrijas operâciju opertori T̂ ir unitâri nevis obligâti paðsaistîtie. Tas nozîmç, ka tiem ne vienmçr eksistç pilna îpaðvektoru sistçma |
var bût tâdi Hilberta telpas apgabali (invariantâs apakðtelpas), kurâs neviens vektors nesaglabâ savu virzienu pçc operatora T̂ iedarbîbas.
Ðâdi vispârîgie gadîjumi ir iespçjami grupâm, kuru daþâdâm simetrijas operâcijâm atbilst nekomutçjoðie operatori (ne-Âbeïa grupas).
Nekomutatîvo grupu gadîjumâ Hilberta telpas stâvokïi (invariantâs apakðtelpas) ir jâklasificç pçc grupas nereducçjamâm reprezentâcijâm.
Par laimi, komutatîvo grupu gadîjumâ (pie kurâm pieder arî translâcijas grupa) visas nereducçjamâs reprezentâcijas ir viendimensionâlas,
tâtad ekvivalentas îpaðvektoriem.

7 Operatoru T̂ unitaritâtes dçï îpaðvçrtîbai pçc moduïa ir jâbût vienâdai ar vienu, |λ(R)|. Grupas îpaðîbas (53) dçï arî îpaðvçrtîbâm ir
jâveido translâcijas grupa reprezentâcija, λ(R1)λ(R2) = λ(R1+R1). Vienîgâ skaitïu formu, kas ðâdâm îpaðîbâm atbilst ir λ(R) = eik·R.
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c

b

a

5. att.: Divu elektronu viïòu funkciju izvçle, ievçrojot pilnîgas antisimetrijas prasîbu. Piemçrâ aplûkoti trîs
iespçjami stâvokïi (neatdalot atseviðíi spina un orbitâlâ brîvîbas pakâpes).

1.3.2.. Pauli princips un zonu aizpildîðana

Lîdz ðim mçs esam apskatîjuði viena elektrona uzdevumu | tika meklçti vienas daïiòas stâvokïi fiksçtajâ potenciâlâ.
Daudzu elektronu uzdevuma vispârîgâ nostâdne un risinâðana ir krietni komplicçtâka. Mçs sâksim ðo jautâjumu
aplûkot ar situâciju, kurâ tieðâ veidâ netiek òemta vçrâ elektronu mijiedarbîba, un daudz elektronu sistçma tiek
uzskatîta par neatkarîgu elektronu gâzi8 Elektronu mijiedarbîbas aspekti tiks apspriesti vçlâk (skat. sadaïu ??).

Jâ sistçmâ ir N daïiòas, tad tâ stâvokïa raksturojuma ir nepiecieðams norâdît katras no N daïiòu kvantu stâvokli.
Apzîmçjums

|Ψ〉 = |a〉1 |b〉2 |c〉2 ⊗ . . .⊗ |z〉N (65)

nozîmç, ka pirmâ daïiòa atrodas stâvoklî |a〉, otrâ | stâvoklî |b〉, utt. Situâcija divu daïiòu N = 2 un trîs iespçjamo
stâvokïu (|a〉, |b〉 un |c〉) ir parâdîta attçlâ 5. kreisajâ kolonnâ. Stâvokïus, kurus apraksta daudzdaïiòu stâvokïa vektori
(65), sauc par reizinâjuma stâvokïiem (angl. product state). Tie veido bâzi atbilstoðajâ telpâ, kura matemâtiski ir
N viendaïiòu Hilberta telpu tieðais reizinâjums. Vairâku reizinâjuma stâvokïu suprpozîcijas sauc par korelçtajiem
(angl. correlated) vai sapîtajiem (angl. entangled) stâvokïiem. Vispârîgâ gadîjumâ daudzdaïiòu sistçmas stâvoklis ir
korelçts, t.i. satura vairâkas reizinâjuma tipa (65) komponentes. Ir viegli redzçt, ka stâvokïu skaits telpâ ar N daïiòâm
aug eksponenciâli. Ðî ir galvenâ grûtîba, ar kuru jâsaskaras daudzdaïiòu kvantu teorijai, sîkâk to apspriedîsim nodaïâ
??.

Bûtisku ierobeþojumu uz iespçjamiem stâvokïiem atstâj pilnâs viïòu funkcijas simetrijas princips, kuru var izteikt
sekojoði: Mainot vietâ jebkuru divu identisku daïinu stâvokïus pilnajâ viïòu funkcijâ, tai ir vai nu (a) jâpaliek nemai-
nîgai, vai nu (b) jâmaina zîme uz pretçjo.9 Gadîjums (a) atbilst Boze-Einðteina daïiòu statistikai, gadîjums (b) |
Fermi-Dîraka statstikai. Tas, kâda statistikai pakïaujas daïiòas ir saistîts ar viòu spinu: daïiòas ar veselu spinu ir
bozoni, daïiòas ar pusveselu spinu (ieskaitot elektronus) | fermioni.

Elektronu gadîjumâ, lai apmierinâtu antisimetrijas prasîbu, no elektronu reizinâjumiem (65) ir jâveido lienârâs
kombinâcijas, kas maina zîmi uz pretçjo pçc jebkuru divu elementu apmaiòas vietâm. Ðîs lienârâs kombinâcijas |
pilnas anti-simetriskâs viïòu funkcijas | N elektronu gadîjumâ satur N ! locekïus, atbilstoði visâm iespçjamâm izvçlçto

8 Atskaitot neizbçgamâs korelâcijas Fermi statistikas dçï, skat. zemâk.
9 Grupu teorijas valodâ ðî teorçma prasa, lai pilnâ viïòu funkcija veidotu permutâciju grupas viendimensionâlo reprezentâciju.
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stâvokïu permutâcijâm. Gadîjums ar N = 2 ir parâdîts attçlâ 5.. Trîs iespçjamo stâvokïu un divu daïiòu gadîjumâ
simtetrijas prasîba samazina iespçjamo stâvokïu skaitu no 8 lîdz 3.

Vissvarîgâkais secinâjums no fermionu kvantu mehâniskâ stâvokïa anti-simetrijas ir Pauli princips: viens un tas
pats stâvoklis nevar iet reiznâjumâ (65) vairâk nekâ vienai daliòai, jo tas automâtiski anulç atbilsotðo anti-simetrisko
kombinâciju. Fizikâli tas nozîmç, ka divi elektroni nevar aizòemt vairâk nekâ vienu stâvokli.

Pauli princips un zonu striktûra ir cietveilu teorijas principi, kas ïauj pareizi aprakstît ar elektronu kustîbu saistîtas
kristâlisko vielu (metâlu, dielektriíu un pusavadîtâju) îpaðîbas.


